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ПРЕДИСЛОВИЕ 

П освяtцаетоя 
нашим УчителяА~ 

В данной книге изучаются так называемые бильярд· 
ные системы" К простейшим из них относятся «бильярд в плоской 
области» (точечный шар, движущийся внутри ~<руга, прямоугольни­
ка, ВJJлипса , многоуrольника и т. д.) и «одномерный бильярд» (ко~ 
нечное число точечных шаров, движущихся по отрезку, лучу или 

по всей бесконечной прямой). Общим свойством бильярдных систем 
является закон абсолютно упругого отражения. О геометрических, 
«арифметичес1<их», физических следствияА: этого sакона и расска­
зывается в 1<ниге" 

L'1етоды исследования бильярдных систем (например, анализ 
поведения бильярдных траектори й), с одной стороны, примыкают 
к традиционной геометрии, а с другой - лежат н а стыке отраслей 
современной ма1ематики - теории чисел, топологии. зргодической 
теории и теоретической механини" Будучи, 1<ак правило, вполне 
!: 11ементарными, ети метопы позволяют получить далеко не ЗJJемен­

тарные выводы. 

L'1ноrие из излагаемых в 1<ниrе результатов явля~отся класси" 
LJ ССI<ими и восходят 1< Кориолису, Больцману, Пуанкаре~ Кирнгофу. 
Современная теория бильярдов является одним иs а1<туальных на-
11равлений математичес1<ой физики . Ее основы были заложены со­
Еетским математи1<ом Я. Г. Синаем и его школой. Проблемы етой 
,-еории непосредственно близ1<И к переднему нраю сегодняшней ма-
1 ематики . Поэтому 1<нига, возмоiкно, будет интересна не тол ь ко 
школьникам, ио и студентам, и спеuиалистам - математикам, ме­

).аникам, физи1<ам. В ней сформулировано немало вопросов. ос-
1 ающихся открытыми, и мы надеемся, что кому-нибудь из читателей 
книги удастся продпинуться в их исследовании. Учитывая элемен­
тарность методов (при неелементарности результатов) и плодотвор­
ность свежего взгляда иа рассматриваемые вопросы и проблемы, мы 
особенно рассчитываем на читателей-старшекпасснинов. 

Многие из решаемы~ в книге задач разбирались на sан ятиях 
круж1<ов в физи1<0-математической школе-интернате при МГУ, в 
летнем лагере Малой а1<адемии наун Крыма «Искатель» . Часть ма­
териала публиковалась в журнале «Кванn (см" списон литературы 
в нонnе 1<ниги). Не1<оторые идеи и результаты, приводимые в I<НИ· 
re, неоднократно обсу}"Кдались с участни1<ами семинара МГУ по тео· 
рии динамичесI<ИХ систем и с его ру1<ово11ителем я " r. Синае!\·1 *). 

*) В течение долrого времени и до последних дией своей жизни 
этим семинаром вместе с Я. Г. Синаем ~уководил также замечатель" 
ный ма1ематик и популяризатор науки В. М. Алексеев (1932-1980)" 
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Э7от семинар является одним из наиболее иsБестных мировых 
центров по теории динамических систем и. в частностн, по теории 

бильярдов; час1ь приводимых нами результатов принадлежит ero 
участникам. J\~ноголетнее участие авторов в работе этого семинара 
в значительной мере способствовало написан ию этой книги. 

Чнтателю не следует рассчитывать на лег1<ое чтен ие - через 
некоторые параграфы, наверное, придется буквально продираться, 
вооружившись карандашом и бумагой, иногда - ножницами и 
клеем, а может быть, микрокалькулятором или комnыотером. Кни­
гу не обязательно читать подряд - напротив, проскочив (ка1< 
би"'Iьярдный шар) через параграф или главу, читатель может найти 
интересующий его (и доступный ему) материал - потом мо:iкно и 
возвр_а1иться" 

Б книге много отступлений от чисто б ильярдной темати1<и, 
вызванных тем, что бильярды имеют отношение к большому числу 
интересных и, иа наш взгляд, красивых задач, и поэтому мы наде­

tмся, что читатель сможет разнообразить свои впечатления, узнать 
что-то новое и даже не совсем обычное" 

Но стоит сразу предупредить любителей иrры в бильярд -
в нашей 1<ниrе нет не только соответствующих полезных советов, 
но даже и правил gтой древней игры. Эта книга - по м а т е м а • 
т и к е, а любителям обычного бильярда мы можем поре1<омендовать 
публикации журнала «Наука и жизнь» (см. (1) в сп иске литературы) 
н книгу Г. Г. Кориол иса «Математическая теория явлений бильярд­
ной игры» (М.: Гостехиздат, 1956), а также посетить возродившие­
ся чемпиона7ы страны по бильярду" 

Как известно , «нестрого» не означает «неверно», равно как и 
«строго» не озн ачает «уместно» или «интересно» (это выс1<азываение 
принадлежит совремеlf ному американскому физи1<у Дж. Лебови­
uу - одному из ведущих специалистов по статистической механике)" 
llозтому в большинстве важных математичес1< их вопросов (при изло­
жении методов) мы старались придерживаться полной (н асколько 
это возможно при принятом элементарном подходе) строrости, од­
на1<0 в ряде вопросов бол~е общего (физ ичес1<оrо) характера (когда 
касались общих принципов или идей) ограничились интуитивным 
Jровнем описания . Это следует иметь в виду и читателю-ригористу, 
и читателю-«физику», привыкшему больше доверять своей интуиции. 

Представление о структуре книги можно получить не только 
из оглавления - в конце Вв~дения, в котором сформул ирована 
основная часть рассматриваемых далее вопросов и п роблем , коротко 
расс1<азано и о последовательности изложения" 

Читатель, sаинтересовавшийся дальнейшими деталями смате· 
матики бильярдов» или друrими подходами к излагаемым вопро­
сам, может обр атиться к списку литературы в конuе книгиw 

Мы благодарны Я. Гw Синаю, внимательно прочитавшему всю 
рукопись и сделавшему много замечаний и предложений по улучше­
r1 11 ю ее текста, ата1<жеЛ. А. Вунимовичу, Я" В. Песину, А. М. Сте­
nину и Ю. П. Соловьеву, своими замечаниями способствова2шими 
~лучшению отдfЛЫJЫХ мест книги. 



ВВЕДЕНИЕ 

Читатель, конечно, иrv1еет представление об 
игре в бильярд на nряrv1оугольноrv1 столе с лузаrv1и (рис. В. J)" 
Появившись до нашей эры в Индии и 1\итае , бильярд через 
много веков перекочевал в европейские страны - упоми ... 
на ние о нervt иrvtеется в 

IU 

англиис1<их летописях 

VI века . Более поздние 
сведения о появлении 

б льярда в Европе от­
носятся к XVI веку. 
Так, фра.нцузский ко­
роль Карл IX в Варфо­
ломеевскую ночь *) иг-
рал в бильярд, когда раз- Рис. В.1 

v 

дался условным звон ко" 

локолов парм<ского собора Сен-ЖерrvtенДJАI<селеруа. Затем 
В. Шекспир в «Антонии и 1\леопатре» **) заставляет еги­
петскую ~tарицу Клеопатру играть в бильярд со своей фрей­
линой (акт 11 , с1~ена 5; crv1. эпиграф к части 111). В 1760 г" 
английский король Георг 11 издал указ, запрещающий 
игру в бильярд в общественных rvtecтax под страхом 
штрафа в 10 фунтов" В России бильярд стал известен и 
распространился при Петре 1. 1\ак правило, в бильярд 
играли на пряrv1оуrольноrv1 столе с шестью лузами, из кото­

рых четыре располагались в углах стола, а две - в сере­

динах более длинных сторон; отличались эти игры лишь 
I<оличеством ша.ров - иногда довольствовались тpervtя ша­

рами (как, наприrvtер, английский король Генрих VllI), а 
иногда - пятнадцатью или двад~tатью. 

41 ) Варфопомеевс1<ая ночь (известная та1<же под названием 
«nарнжс1<ая кровавая баня»)- историческое событие, происшедшее 
в 11 очь на 24 августа 1572 г., когда католики учинили избиение ryre· 
нотов (фраиnуэских протестантов). 

**) Ш е к с п и р В. Попное собран ие сочинений: В 8 Та 
Т.7.- М. : Искусство, 1960. Траrедия написана в 1616 г. 
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Подобно тому как азартная игра Б кости вызвала к жиз· 

ни «исчисление» вероятностей, игра в бильярд послужила 
u 

npeдмeтofvt серьезных научных исследовании по механике 

и математике. Описанию движения бильярдного n1apa 
(с учетом трения) на прямоугольном столе с лузаfvIИ посвя-
1дена книга известного фран~~узского физика Г. Г. I\opиo­
JJиca, написанная им в 1835 г. за год до избрания его ака­
демиком Парижской академии наук. 

Известны различные варианты игры на бильярде. 1-Iа­
пример, так называеfvtЫЙ французский бильярд вообще не 
имеет луз (при игре во французский бильярд ну}кно по-

u u 
пасть в заданныи шар после нескольких столкновении 

с другими шарами - см. литографию известного худож­
ника XIX века А. Оберландера на второй страни~1е об-
ложки). Франr~узский бильярд и послу>I<ИЛ прообразом 
математического бильярда, которому посвящена эта 1<нига. 

Представьте себе горизонтальный бильярдный стол 
произвольной фopfvtы. но без луз. flo этому столу без трr­
ния движется точечный шар, абсолютно упруго отраJ1<аЯС !1 
от бортов (рис. В" 2). Спрашивается, f(aкoi'l Atoжenz бып; ь 
траекtпория этого шaput(a? 

Мате.лtатичест<.ая пробле.л1а бильярда, или проблема 
mpaet(mopuй, состоит в том, чтобы найти ответ на этот воп · 
рос. Описанная fvtеханическая cиcтefvta - точечный шэ.р 
в бильярдной области Q, ограниченной бopтofvt Г (rрани1~е ~ 1 
области Q),- и называется .лtame.лtamuчect(U.At бильярдо1t 1 . 
Траектория бильярда в области Q определяется начальны\1 
положением точки q (q Е Q) и начальным: вектором ее СК<'· 
рости V~ Пренебре}кение трениеfvt означает, что абсолютнуrо 
величину скорости v при движении точки мы считаем неиз-

u u u 
fvtеннои во времени, поэтому задаваеfvtЫи в начальныи мо-

l\1ент вреfvtени t=O вектор iJ можно считать единичныl\1. 
характеризующимся лишь своим направлениеfvt. 1-Iаправле­
ние вектора v(t), т" е. направление движения шара, ме­
няется только при его ударе о борт. Это происходит по зако­
ну абсолютно упругого отражения: после удара шaJJa 
(ТОЧКИ q(t)) О борт Г В точке р шар движется так , Ч1 0 
его «угол падения равен углу отра>I<еНИЯ» . Если борт r 
в окрестности точки Р криволинейный, то углы падения 
и отражения - это углы, составленные «падающим» и «от­

раженным)) отрезками траектории с касательной MN к I<рп ... 
вой Г, проведенной в точке Р (рис. В. 2) *). Таким образо~1, 

*') В физике обычно принято отсчитывать углы падения и от­
ражения от нормали к кривой Г в точ ке Р. Нам удобнее отсчитывать 
~гnы от касательной. 
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траектория бильярда - это вписанная в кривую Г ло· 
f\t а ная, которая может быть однозначно построена по свсr 
e~.1ry начальному звену. 

Борт Г бильярда rvtoжeт иметь и точки излома - типа 
точек А1, А2, ... на рис" В"2. Касательная к кривой Г 
в такой точке не определена. Поэтому бильярдную траек­
торию, попадающую в такую точку, мы будем считать окан­

чивающейся в ней. Такие «тупиковые» траектории в опре­
деленном смысле исключительны, и мы их, как правило, 

( 

N 

Рис. В.2 Рис. В.З 

р ассматривать не будем. Сформулированная выше проб­
лема траекторий относится к поведению неособых, беско-

" вечных во вреrvtени траектории. 

Общая мaтervt атическая проблема бильярда заключается 
в том, чтобы описать воз.лtожньtе типы бильярдных траек­
торий в данной области Q. Простейший принцип такого 
о Еисания - разделение траекторий на периодичес1<-ие1 или 
замr<-нутые, и остальные - непериодические. На рис . В . 3 
изображены некоторые периодические траектории бильяр­
дов в прямоугольнике, в правильноrvt треугольнике, в 

круге. 

Траектория с «начальным условием» (q, fJ) будет перио­
дической (или замкнутой), если через некоторое вpervtя 
( через период) точка возвращается в свое начальное поло­
)Кениеq с первоначальной скоростью fJ. Периодические дви­
)Кения воспринимаются как наиболее «правильные» -
такими rvtы привыкли представлять, например, движения 

планет около Солнца и качания маятника. Рассматривае­
f\·1 ая проблема в отношении периодических траекторий сво­
дится, в частности, к вопросу о суи;еотвовании: в любой ли 
()бласти Q существуют периодические (замкнутые) траек­
тории? Другой вопрос - о критерии периодичности: как 

g 



по данным начальным условиям (q, cz:r) узнать, будет ли соот­
ветствующая 1·раектория периодическ_?й? 

В первых двух частях книги мы наидем критерии перио­

д.ичности для бильярдов в круге и в прямоугольнике. Во 
второй главе будет решен и вопрос о существовании пер о­
дических траеI<торий бильярда в произвольной выпук"'Iой 
области с гладкой (без изломов) граниrtей " А вот этот же 
вопрос для бильярдов в fvIНогоуrольниках (даже в тупо­
угольных треугольниках !) до настоящего времени остается 
от1<рытым. Иначе говоря, неизвестно, в J!.tобом ли много­
угольнике (или тупоугольном треугольнике) существуют 
период 1ческие траектории. А ведь этот вопрос, по сути, 
относится к элементарной геометрии . Известные нам све­
дения по данному поводу приведены в гл. 9. 

Интерес представляют и такие вопросы: /(акое число 
звеньев .л~ожет иметь периодическая траектория? Ка1сие 
периоды имеют периодичесr<ие траеr<тории в данной об­
лости (если принять минимальный период nериодической 
траектории, скажем, за единицу)? 

Оказывается, это далеко не праздные вопросы - нa­
npиIVtep, они имеют прямое отношение к исследованию спе· 

циальных систем квантовой механики. Однако объяснение 
этого выходит далеко за рамки наших возможностей в дан-

" нои книге. 

BэaIVreн рассмотрим элементарную задачу coвcefvI из 
другой области, изящно решаемую с помощью бильярдов . 
Речь пойдет о ((переливаниях», которые, казалось бы, н~ 
имеют уж ничего общего с бильярдами. Начнем с класси­
ческой головоломки. 

lfмеются два сооуда в.w!сmимостью 7 и 11 литров и 
большая боч~ш, наполненная водой. Как о no.лtOU{bIO этих 
двух сосудов отмерить ровно 2 литра воды? Всякие уловк11 
запрещены, т. е. на сосудах нельзя делать никаких отIVrе­

ток, их нельзя наклонять, чтобы отмерять доли .литра, 
и т. д" 

Предложенная задача решается либо алгебраическим 
методом, либо методом проб и ошибок. При чем же здесь 
бильярдные шары? 

Каи ни странно, но головоломки на переливание жид­
костей можно очень легко решать, вычерчивая бильярдную 
траекторию шара, отражающегося от бортов ромбического 
croлal Границы таких столов удобнее всего рисовать на бу­
маге, на которую нанесена сетка из одинаковых равносто­

ронних треугольников. В рассматриваемой задаче стороны 
стола должны иметь длины 7 и 11 единиц (риа. В. 4) . По 
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горизонтали отложено количество воды в 11 -литровом со· 
суде в любой момент времени, а по вертикали - та же ве· 
1ичина для 7-литрового сосуда . 

Как же пользоваться диаrраf\.tмой? Представьте себе, 
что шар находится в левой нижней вершине в точке О. 
Он будет перемещаться вдоль нижнего основания ромба до 
тех пор, пока не достигнет nравон бон:овой стороны в точ­
ке 11. Эго означает, что 
1 1 -литровый сосуд на­
полнен до краев, а 7-
л итровый пуст. Отразив­
шись упруго от правого 

борта, шар покатится 
вверх и влево и ударит- 1 '01 
ся о верхний борт в точ- О "f t 2 ;s 4 5 tб 7 в в fO 11 j 

1\е с координатами 4 по # . 4 4 о lt в В t t--:0. О 11--:.. 5 
~ ~ ~ ~ ..... ..... 

горизонтали и 7 по вер- о 7 о 4· 4 7 о ~ о 1 1 7 
тикали. Это означает, ' t i 
что в 11 -литровом сосу" 5" о 11"в в.__® 
де осталось всего 4 лит- о 5 5 ~ О 7 
ра воды, а 7 литров из 
него перелили в меньший Рис. В.4 
сосуд. 

Прослеживая дальнейший путь шара и записывая все 
этапы его движения до тех пор, пока он не попадет в точку 2 
Берхнего борта, вы получите ответ н узнаете, в какой по­
с,педовательности необходимо производить переливания, 
[~тобы отмерить 2 литра воды. Все 18 переливаний изобра­
жены схематичес1<и на рис. В .4. Наклонные стрелки гово­
рят о том, что вода пере.пивается из одного сосуда в другой, 
а вертикальные означают, что либо вода целиком выли­
~ается из меньшего сосуда обратно в бочку , либо больший 

v 

сосуд надо наполнить водои до краев. 

Является ли это решение самым коротким? Нет, су-
" ществует второи путь, когда воду сначала наливают в 

1"литровый сосуд. На диаrрамме (рис. В .4) это соответствует 
тому , что шар из точки О катится вверх вдоль левого борта 
до тех лор, пока не ударится в верхний борт. Нарисовав 
траекторию бильярдного шара, читатель убедится в том, 
{rто точка 2 достигается на этот раэ за 14 отражений от 
борта. Полученное решение с 14 nереливаниями уже яв­
ляется самым коротким. 

Требуется немного сообразительности, чтобы применить 
r..1етод бильярдного шара к любой задаче о переливании 
жид1<ости с помощью не более чем трех сосудов. Поскольку 
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кроr~е как во введении об эт1:х задачах f\t{Ы говорить больше 
не будем, поговорим об этом методе здесь более подробно. 

Рассмотрим старую головоломку с тремя сосудами. вос­

ходящую еще к Никола Фонтана, итальянскому матема­
тику XVI века1 которого друзья наэываJJ и Тартальей *). 
Восьмилитровый сосуд до крагв наполнен водой. С помощью 
двух пустых сосудов объемом 3 и 5 литров воду надо по­
ровну разлить в два больших сосуда. Диаграмма для этой 
задачи - ромбический стол размером 3 Х 5 -- изображена 

1 2 

о 1 

Рис, В.5 

на рис. В .5" Главная диаго­
наль ромба, поделенная нак­
лонными прямыми на В частей, 
относится к в"литровому со" 
суду. 

Как и в предыдущей зада­
че, бильярдный шар начинает 
свое движение из точки О. 
Нарисовать его траектор ию 
совсем 1-1есложно. С ее помо" 

щью вы получите решение в минимальным числом переJ1и-

ваний, равным 7" • 
Если объемы двух меньших сосудов не имеют общего 

делителя (т. е. взаимно просты), а объем третьего сосуда 
больше или равен сумме объемов двух меньших, то о по­
мощью этих трех сосудов можно отмерить любое целое 
число литров, начиная с 1 литра и кончая объемом среднего 
сосуда 

Имея, например, сосуды вместимостью 15, 16 и 31 литр, 
вы сумеете отмерить любое количество воды от 1 до 16 
литров . Такая процедура невозможна, если объемы двух 
меньших сосудов имеют общий делитель (подумайте сами, 
поqему). Когда объем большего сосуда меньше суммы 
объемов двух других, возникают новые ограничения. Если, 
например, объемы сосудов равны 7, 9 и 12 литрам, то у ром-
бического стола надо отсечь нижний правый угол (рис. 
В.6). Тогда шар сможет попасть в любую точку от 1 до 9, 
за искл1очением точки 6. Несмотря на то, что 7 и 9 взаимно 
просты, отмерить 6 литров воды оказывается невозможны~~ 
из-за того, что самый большой сосуд имеет слишком ма­
ленький объем. 

*) Тарталья по-итальянски означает «заи ка». Он родился в 
1500 г" в итальянском городе Брекчия. В 1512 г. во время взятия го­
рода фраиuузами Тарталья был ранен в нижнюю часть лица. что 

u 
отразилось на ero речи; товарищи прозвали его заикои. 
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Исследование различных возможностей, возникающих 
при испОJJьзовании сосудов разных объемов, с помощью 

метода «бильярдного шара» чрезвычайно увлекательно. 
Однако заниматься этими вопросами мы в этой книге не 
будем, оставив 11х на рассмотрение читателя . Отметим 
только, что обобщение указанного метода на случай qеты-
рех сосудов сводится к дви- 0 7 2 5 4 5 
жению бильярдного шара в 7 7 
объемной (тетраэдрической) ./ б 

5 области. 4 4 
Предлагаем читателю еще Э°Jt-J'!-A~-.-...... ~~~ 

одну задачу на переливания. /A-t~----....v-~~-v..-:it 
3 а д а ч а. Имеется 10-лит- Q..-....._....._ .......... x-....11~....к......Jtl 

ровое ведро, доверху заполнен · \1 \ , \ ,8,б\7'\ 
ное водой, и два пустых бидона \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ 
объемом З и 5 литров. Требуетtя \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ ~ 7 
qRсть воды (целое число литров) \ \ \ \ \ \ \ 4 З выпить, а оставшуюся воду раз- \ \ \ \ \ б 5 
делить на три равные части. \ \ \ 8 7 

\ 109 
Рассмотрим другой тип 1211 

элементарных геометрических 

задач:, относящихся к бильяр­
дам. В них либо требуется 

Рис. В.6 

найти замкнутую траекторию бильярдного шара в данном 
1'r: ногоугольнике, либо найти путь бильярдного шара, по­
падающего через заданное qисло ударов из одной фиксиро-

v 

Dаннои точки внутри многоугольника в другую. 

Для решения т-аких задач: существует очень удобный и 
1: ажный метод «зеркального отрюнения», или «выпрям­
Jj 'НИЯ» бильярдной траектории. при11адлежащий неi\лецкому 
rvt атематику Г. А. Шварцу •) (о применении этого метода 
см. части 11 и IV). Метод этот является основным техни­
ческим пр иемом при решении бильярдных задач: в много­
у rольных областях Q и послужит нам в дальнейшем клю­
чом при нахождении и исследовании разнообразных биль­
~] рдных траекторий. Опишем его. 

Спожное, вообще rоворя, поведение бильярдной тра­
еr<тории в многоугольной области Q можно существен110 
упростить, представив его иначе. А именно, сядем на 
бильярдный шар О, как барон Карл Фридрих ~lероним фон 
J\\юнхгаузен на пушечное ядро, и вооружимся системой 

•) Герман Амандус Шварц (1843-1921) - известный немецкий 
математик, специалист no математическому анализу и теории функ­
ций; имеет также крупные заслуги в областях, связанных с так иа­
вываемой "иэопериметрической проблемой». 
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ноордннат, направив ось Оу по направлению движенияt 
а ось Ох - вправо п~рпендикулярно оси Оу" В этой сис­
теме координат наша бильярдная траеитория изобразится 
осью Оу (т. е. прямой линией), а область Q будет представ­
ляться нам как последовательность копий Qi, Q2, Qз, ••• 
этой сiбласти, «нанизанных» на ось Оу та1<им образом, что 
соседние копии Qi и Qi+t зеркально сиrv1метричны относи­
тельно их общей стороны. В этом построении. связанном 

u 

с переходом к ново и системе координат, и за1{лючается 

метод вь прямления бильярдной тр ае1<тории . 
Совокупность копий {Qi}, как бы нанизаннь1х на «ко" 

пье» Оу, образует «коридор» QQ1Q2Qз •.. Возвращению из 

• • • • 

• • • • 

• • 
• • 

Рис. В. 7 

• • 
• • 

системы координат /\t\юнхгаузе­
на в исходную, прикрепленную 

к фигуре Q, соответствует на· 
u 

ложению «гармошкои» коридо-

ра QQ1Q2Q8 . . (который полез­
но считать прозрачным) на ис­
ходную фигуру Q; при этом ось 
Оу переходит в рассматривае­
мую бильярдную траекторию" 

Продемонстрируем метод 
выпрямления на следующих 

примерах. 

А~ Пусть на прямоуrолы1ом бильярдном столе нахо­
дится один шар; под каким углом его следует направить 

из точки А, чтобы он после заданного числа отражений от 
бортов попал в точку В (например, в .лузу)? 

Для решения отразим прямоугольник (исходный би· 
JJьярд) симметрично относительно всех его сторон; все 
полученные таким образом прямоугольники вновь отразим 
относительно всех их сторон, и та1< далее до бесконечности 
(на рис" В"7 показаны также образы точ1<и В при этих сим­
метриях). В результате всех сделанных отражений траек­
тория шарика «распрямляется» (например, на рис. В "7 
траектория AC1C2CsB последовательно переходит в 
AC1DtD2B', AC1D1E1B 11

, AC1DiEtB'''). 
Если полученная «выпрямленная траектория» прохо­

дит через образ точ1<и В в одном из прямоугольников, то, 
очевидно, траектория шара в исходном прямоугольнике 

пройдет через В. Поэтому, для того чтобы пустить шар из 
точки А так, чтобы он после заданного числа отражений 
о стенки прямоугольного бильярда попал в точку В, нужно 
провести такой отрезок с началом в точке А и концом в од­
ном из образов точки В, чтобы он пересек это же самое 
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1сло раз лин11и сетки «клетqатой nLJJocкocти»" Проделав 
обратную процедуру «свертывания» проведенного отрезка, 
л евратим его в искомую траекторию в исходном бильярде 

(рис. Б " 7). Общая «теория прямоугольного бильярда» из­
ложена в части I I книги. 

Б. Рассмотрим би~JJьярд в равностороннем треугольнике. 
Гiоскольку одинаковыми равносторонними треугольниками 
r~ножно без щелей и перекрытий замостить всю плоскость, 
и здесь применима проце­

дура «выnряrv1ления биль· 
v 

ярднои траектории». 

Оказывается, траекто­
р ия бильярдного шара ре­
ш ет следующую известную 

зада.чу: найти кратчайший 
1ц;ть, по которому должна 
п.олзти пчела из точки А 
f. tllOЧJ(,Y В внутри равно­
ст.ороннеео треугольника, 

ч1побы сначала насладиться Рис. В.8 
.1недо.1rt на одной стороне 
rпреугольника" потом сахаром - на другой стороне. и, 
наконец, вареньем - на третьей. (Предполагается, что 
Еаждая сторона полностью вымазана соответствующим 

сл адким веществом") 
Ответ приведен на рис. Б.8. Нетрудно видеть, что любой 

другой путь, ведущий требуемым образом от А к В, после 
зеркальных отражен11й превращается в путь из точки А 
в точку В"', длина которого больше длины отрезка А В'11 , 

" и поэтому не является кратчаишим. 

В . Сразу же возникают два интересных вопроса, свя­
з анные с обобщением плос1<ого бильярда на случай прост ... 
ранства: существуют ли замкнутые бильярдные траекто­
/Juи внуrпри куба, являющегося пространственным аналогом 
1\-вадрапzа, и тетраэдра - пространственного аналога рав-
11ос11zороннего треугольника? 

Как и раньше, бильярдный шар считается идеальной 
u " u " 

упруrои невесомои частицеи, отражающеися от стенок по 

закону «угол падения равен углу отражения». Вместо шара 
" f\.foж110 рассматривать луч света, отражающиися от зер ... 

u 

кальных стенок внутреннеи поверхности многогранника и 

е попадающий ни на ребра, ни в его вершины (в противном 
учае ответом на поставленный вопрос следовало бы счи­

тать любую из диагоналей, по которой из конца в конец 
двигался бы шар). 
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В одной из многочисленных статеf1 о Льюисе Кэрролле ~) 
есть упоминание о бильярде внутри куба" Это одна иэ тех 
задач1 которые не могли не привлечь внимания изобрета­
теля круглого бильярдного стола" Идея об игре в бильярд 
внутри кубического «Стола» далеко не столь надуманна, 
н:ак это может показаться на первый взгляд. Дело в тol'tt, 
что реальные молекулы воздуха в кубической комнате 
как раэ и представляют собой «бильярдные шары», сталки­
вающиеся друг с другом и со стенками комнаты по закону уп­

ругого удара . Правда, OHJ] находятся в поле тяжести и ис" 
пытывают сопротивление воздуха. Если отбросить эти огра­
ничения , то получим настоящий бильярд с огромным чис· 
лом (порядка 1028) шаров. Этому бильярду мы посвятим 

v 

в нашеи книге достаточно много места - практически всю 

часть I 11; с ним, кроме метода выпрямления бильярдной 
траектории, свяэа1Iо много разнообразных физических, 
геометрических и алгебраичес1<их идей . часть которых бу­
дет освещена ниже . 

Но верне~11ся к движению одного шара в кубе и приме­
ним к кубу тот же метод «выпрямления траеI<тории», что 

81 • С / ........... 
Us #-о 

Рис. В.9 Рис. В. 1 0 

и для квадрата . Произведя 5 отражений от граней куба, 
мы получим искомую замкнутую траекторию, изображен~ 

ную на рис. В .9 жирной штриховой линией со стрелкой ii 

представляющую собой оnну иэ четырех возможных тра-

*) Льюис Кэрролл (псевдоним Чзрпза Доджсона) (1832-1898), 
автор анаменитых книг про Апису, математик по профессии, пре­
подаватепь Оксфордского университета (Ангпия), ътвпекапся и ()и ... 
пьярдом. Он придумап круглый 6иJ1ьярдный стол и сочинил пр а­
випа игры на этом с1опе ( 1890). О некоторых изобретения~ Кэр· 
ро.11ла расскааывает Л1iартин Гарднер в своих популярны~ книга~ 
«1'1ате.матические дОСfГИ», «.~'1атематические rоловопомкн и развпе­
чен ия», «1'1атематические новеппы» и др. 
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ектории, 1<аждая из которых является решением задачи . 

Если «свернуть» кубы, проделав обратные отражения, по­
луqим замкнутую бильярдную траекторию из 6 звеньев 
равной длины в исходном кубе. Представив себе куб разме­
ром 1 Х 1 Х 1, состоящим из 27 маленьких кубиков с ребро[\1 
1/ 9 каждый, несложно поня·1·ь, что каждое звено этой траек­
тории является диагональю такого кубика (рис . В .10), 

так что его длина равна VЗ/3 = l/VЗ, а длина всей траекто· 
рии составляет 6/V3=2 VЗ. 

Эта траектория известна химикам-органикам как «шес­
тиугольник в форме кресла»" Она часто встречается в угле­
родных соединениях, например в циклогексане, где шесть 

углеродных атомов соединены одновалентныl'ли связями 

в кольцо, а атомы водорода располагаются вне этого кольца . 

Интересно отметить также, что если эту бильярдную траек­
торию спроектировать на любую грань куба, то в проекции 
полуqится прямоугольник размером 1/s X 2/s, а если ее 
спроектировать на три плоскости, параллельные трем диа" 

гоналям, то получаются ромбы; еще в одной проекции (ка· 
кой?) получается правильный шестиугольник. 

Обращаясь теперь l{O второму вопросу - о замкнутой 
nильярдной траектории в тетраэдре.- поступим точно 

1 

Рис. В" 11 

так же, как и в случае куба: отразив тетраэдр симметрично 
относительно трех его граней (рис. В . 1 1), мы получим замк­
нутую траекторию из четырех звеньев. I<оторая по одному 

разу касается каждой грани. Существенно сложнее ре­
шается задача о замкнутой бильярдной траектории , кото~ 
рая имеет все звенья равной длины . Одна такая траектория 
изображена на рис. B.ll штриховой линией, а всего их 
существует три, причем совершенно одинаковой формы . 
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l(аждая из них имеет точки иэ"7Iома на гранях тетраэдра 

в одной из вершин маленького равностороннего треуголь­
н~tка, расположенного в центре грани. Стороны этого ма­
ленького треугольника равны" 1/10 ребра исходного тет-
раэдра, а каждое звено траектории имеет длину 1 /VТО ~ 
~ 0,3162777 ... , так что весь путь бильярдного шара внутри 
тетраэдра составляет в этом случае 4 · 1 /VТО ~ 1,2649 .... 

Метод зеркальных отражений, который мы продемонст­
рировали на примерах А - В, дает возможность не 
только строить разнообразные периодические бильярдные 
траектории в «хороших» многоугольниках (или многогран­
никах), но и отыскать l<ритерий периодичности траекторий 
в таких областях, как прямоугольник или правильный 
треугольник. Скажем, для бильярда в квадрате неособая 
1раектория, направленная под углом а к стороне квадрата, 

окажется периодической в том и только в том случае, когда 
число k=tg а является рациональным, т. е. предста.вимо 
в виде обыкновенной дроби т/п (т - целое, п - нату­
ральное). А как же будут себя вести траектории, для ко­
торых число k=tga иррационально? Например, если 

tga= V2? 
Примитивный ответ: эти траектории будут непериоди­

ческими,- rоворит нам только о том, что движение будет 

каким-то «неправильным». Но «насколько неправильным»? 
Это очень интересный вопрос, но лишь в том случае, если 
на него дается содержательный ответ! А таких ответов мо­
>кет быть и несколько. 

Во-первых, непериодическое движение может оказаться 
«почти периодическим», или квазипериодическим, как при­
нято говорить в классической механике. Грубо говоря, 
t<вазипериодичность движения означает, что хотя его тра­

ектория и не замкнута, но через некоторое время (через 
квазипериод) она идет близко к предыдущему отрезку 
траектории . Характерные квазипериодические траектории 
бильярдов в квадрате и круге показаны на рис. В . 12. 

В о п р о с: обязана ли непериодичесt(,ая 1праек1пория 
Быть квазиперuодич.ескоfR Оказывается, для бильярда в 
круrе, в лрямоугольни1{е, в правильном треугольнике и во 

многих других многоугольниках действительно обязана. 
А вот в эллипсе существуют траектории, которые неперио­
дичны и не квазипериодичны, но их, по сути, немного! 
(См. ниже § 4.) И опять-таки, в обп1~ем случае (для областей 
произвольного вида и даже для многоугольников) ответ 
на поставленный вопрос неизвестен. 
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Далее, если внимательно рассмо1·реть I\вазипериодиче­
ские траектории на рис " В.12, становится понятным, что они 
«стараются» все более плотно заполнить ц€:лую область: 
их близкие отрезки все сдвигаются и сдвигаются, так что 
трае1\тор ия на рис . В .12, а заполняет «территорию» квад­
рата , а на рис. В.12, б - круговое кольцо. На сер иях 
рис. В .13, а, б (полученных с помощью компьютера) пока­
зан процесс постепенного распределения траекторий по 
своим областям. 

Рис. В. J2 

Возникает следующий вопрос: не будут пи эти траекто­
рии всюду плотньиии - в квадрате, в кольце? Иначе го­
воря, оставит пи такая траектория хотя бы какое-нибудь 
«пустое местечко» в области - например, кружок (хотя бы 
очень маленький), который она н и к о r д а не пересечет? 
Оказывается, в данных случаях не о ст а в и т! Указан­
ные непериодические траектории всюду плопzно заполнят 
соответствующую область: какоf1 бы (сколь уrодно малый) 
кружок мы ни взяли (в квадрате или в кольце), рано или 
п.оздно траектория пересечет этот кружок. Если считать, 
что бильярдный шар «чернильный» и оставляет после себя 
след, то он со временем обязаtпельно закрасит всю област.ь 
( 1{вадрат или кольцо) целиком, каким бы тонким не был чер­
нильный след (но имеющим все-таки ненулевую толщину) . 

Ясно, что периодическая траектория свойством всюду 
плотности обладать не может - она может заполнить об­
nасть «очень плотно», но не всюду плотно. Обязана ли про­
извольная непериодичеЕкая 411раектория в обласп1и Q быть 
в~юду плотной во всей этой области? Это будет верно (что 
мы дальше докажем с помощью вполне элементарных рас­
суждений) для бильярда в прямоугольнике, в правильном 
треугольнике и некоторых других областях. Это не так для 
бильярда в круге и эллипсе и даже в некоторых многоуголь-
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ни1,ах, что тоже будет нами показано (см. § 26). Наконец, 
для rvтногоуrольников (и просто для треугольников) общего 
вида вопрос остается открытым. Неизвесте11 пока ответ 
даже на боt}чее простой (казалось бы!) вопрос: в любом ли 

Рис. В.13 

Аtногоугольнr.tке Q суu1ествует всюду пло111ная (в Q) траек­
тория? 

(Устройство всюду плотных множеств даже на числовой 
прямой fR может быть довольно сложным. Простейшие 
примеры 1"аких множеств - мноJкество всех рациональных 
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qисел Q, или всех конечных десятичных дробей Q10 , или 
-

ножество всех иррац11ональных чисел Q. Их всюду плот ... 
ность почти очевидна: если взять на числовой прямой лю­

бой 11нтервал Л СI{ОЛЬ угодно малой длины е>О, то на нем 
найдутся числа всех трех указанных типов. ДействитеJ1ьно, 
если взять чис~о d положительное, но меньшее е/2, то хотя 
бы одна из точек ±d, ± 2d, ±3d, ... попадет в интервал Л" 
Оста1rось выбрать ч11сJ10 d в виде соответствующей дроби: 
J/N, либо 10-N, либо V2/N, где N - натураJ1ьное.) 

ДаJ1ьнейшим усиJ1ением свойства всюду пJ1отности 
бильярдных траекторий является свойство их равномер1·tой 
расп.ределен,ностtt в соответствующей области и более об­
щее свойство аргодttЧНОСtnи, играющее важную POJib в маа 
тематике, механике, в статистической физике. Объясним , 
в чем заключается общее свойство эргодичности биJ1Ьярда 
в области Q. 

EcJJИ бильярдная траектория всюду ПJJОтна в области Q, 
т. е. б11льярдный шар рано или поздно обязательно попа­
дает в любую заданную фигуру Ф, лежащую в Q, то можно 
заняться вопросом: какую долю времешt шар проводttrп 
в фигуре Ф? Имеется в виду, что сначала мы вычисляем 
долю вре1'tен11 за фиксированный промежуток Т (т. е" вы­
чиепяем отношение 'A (T)=tlT, где t - вреn1я, в течение 
оторого за промежуто1< Т шарик побываJI в области Ф), 

а затем устремляем Т к бесконечности и берем предел 

'~ = lim Л (Т). 
т ...,. fS:J 

Если окажется, что указанная доля времени, которую 
проводит шарик в фигуре Ф, пропорциональна площади 
с/.nz.гуры Ф (или, что то же самое, пропорциональна отноше­
нию пJ1ощади фигуры Ф к пJ1ощади обJ1асти Q), и это верно 
для «типичной» траектории, то говорят, что данная бильярд­
ная система аргод~tчна *). Отношение t/T (вернее, его 
предел при Т -э-- оо) называется «временным средним», 
а отношение ПJ1ощади фигуры Ф к пJ1ощади обJ1асти Q -
«пространственным средним». Поэтому эргодичность сис-
1·емы формулируется еще и h.аи: возможность заменять вре-

*) Строrо rоворя . эрzод~tчность означает, что почти каждая 
азовая кривая проводит в ИЗI\· ~римой области фазового пространства 

(с " § 3) время, пропорциональное объему в·rой области. Свойство, 
о котором говорится в тексте, можно называть «слабой эргодично­
стью». Термин «типиqная траектория» здесь не обсуждается, его 
следует понимать в интуитивном смысле. (Для сравнения: «типич­
ные числа на О1'резке [О, 1) иррациональные, а рациональные 
числа - «исключительные», ) 
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менные средние пространственным11 средними. Траектория 
в ·эргодической системе заполняет область всюду плопzно и 
равно.л,tерно, т. е. «размазана)) по области с равной «плот­
ностью». Свойство эргодttчноспzи сильнее свойства всюr)у 
nлonzнocnztt, поскольку подразумевает его выполнение; 

таким образом, из эргодичности систеl\1ы следует БС'°'1У 
плотность типичной траектории, но не наоборот, хотя очень 
часто оказывается, что если какая"то траектория всюду 

плотна, то и вся система эргодична. 

Изучению эргодических свойств динамических систем 
u u 

посвящен целыи раздел современнои математики - так 

называемая эргодическая теория, изучающая «хаотичес1<ие» 

свойства динамичесI<ИХ систем, в которую теория бильярдов 
входит в качестве подраздела. Предмет настоящей книги 

'tJ 

таюке относится к этои теории" 

С т р у к тур а к н и г и" Изложение материала в кни­
ге ведется последовательными переходами от простых би­
льярдных систем к более сложным. Трудные места в книге 
(иногда это каса~тся целых параграфов и глав) отмечены 
одной или двумя (это зависит от сложности) звездочками; 
при желании их можно пропустить. 

В ч а с т и I книги изучаются выпуклые бильярды, 
u 

границы которых не содержат прямолинеиных участ1<ов: 

круглый, эллиптический и произвольный бильярд с криво­
линейной границей . Наряду с их исследованием демонст­
рируются общие математические методы, позволяющие при­
менять биJ1ьярд в этих областях к решению неI<оторых тео­
ретико-чисJ1овых, геометрическ·их и физических задач" 

В ч а ст и 11 проведено пОJ1ное исследование биJ1ьярда 
~ 

в прямоугольнике, сводящееся к исследованию траектории 

равномерно движущейся по тору (поверхности б)1блика) 
го(1 1<и, и показана связь между б·ильярдными траектор·ия~1и 
в прямоуrоJ1ьнике и фигурами Лиссажу на осциллографе 

Исследованию «газа шаров» - упруго сталкивающихся 
твердых шаров в пространстве и сосуде - посвящена 

ч а ст ь 111. Интересными здесь являются геометрические 
методы решения задач о росте числа столкновений молекул, 

tJI 

расположенных на прямои, плосI<ости, в пространстве и 

в ограниченных обJ1астях («сосудах»), сводящие рассмотре­
ние системы шаров к бильярдам специального вида . 

Следующая часть книги - часть IV - рассказывает 
о биJ1ьярдвх в многоугольниках с промзвольным числоl\t 
сторон. Оказывается. что, как и в случае прямоугольника, 
биJ1ьярды в многоугольниках спеuиального вида (в «ра­
ционаJ1ьных» многоугольни1<ах 9 все у[ЛЫ которых соизме-
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римы с п) сводятся к изучению непрерывных траектор иi': 
на замкну1ых огран11ченных поверхностях - та1< называе­

мых «Кренделях}) и"'lИ «сферах с руч1<ами» (c:r.·1 ~ р сунок на 
третье-и странице обJ1ожки) . ОтдеJ1ьно изуча1отся некото-

"' рые KJJaccы периодических траектор ии в тулоуrольных 

тре)'ГОJJЬНИКах. 

Наконец, в заключении читатель сl\1ожет «с высот[~' 
птичьего полета}'- обозреrь целые КJ1ассы биJ1ьярдов, I\oтu 
рые в зависиf\,tости от области, в которой движеrся бильярд­
ный шар, носят названия ра.ссеивающих (бильярдов Синая), 
фокусирую~цих и осциллuрую~ч.их. В каждом классе биJ1ьяр­
дов набJ1юдается свой тип поведения траекторий, но все 
эти бильярды являются модет1яl\1и реальных физических 
систем, в которых движение неотJ1ичимо от СJ1учайноrо, 

т" е. яапяется хотя и однозначно опредеJ1енным (детерми­
нир ванным), но I<райне нерегуJ1ярным и непредсказуеl\1ым. 
f\.~одепи, демонстрирующИе подобное поведение, обнаружены 
практически во всех раздепах физики и чисJ10 их непре­
рывно растет. ИзJ1ожение этого материала книги ведется 
на обзорном уровне. 



ЧАСТЬ 1 

БИЛЬЯРДЫ В ВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ 

С КРИВОЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

Гл ава 1 

БИЛЬЯРД 8 КРУГЕ 

Простейшая ограниченная выпуклая область 
с криволинейной границей на плоскости - I<руг. С иссле­
дования трае1<тор11й шара в кругJ1ом биJ1ьярде мы и начнем 
наш рассказ о биJ1ьярдах в выпуКJ1ых обJ1астях с I<риволи-

" u u 
неинои границеи. 

Во введении ставиJ1ась общая проблема биJ1ьярда в 
nроизвоJ1ьной обJ1асти Q. Естественно ожидать, что для 
простейшей обJ1асти Q - круга - точных ответов на по­
ставленные во введении вопросы должно быть боJ1ьше, чем 
для более сJ1ожных обJ1астей, а сами ответы должны быть 
более простыми и окончательными, чем в других случаях. 
Иными словами, естественно ожидать, что пробJ1ема биль­
ярда в круге поддается полному исследованию. Так оно и 
оказывается. Более того, приводимые в этой ГJ1аве рассуж­
дения и теоремы являются фундаментом д*'т~я всех посJ1едую-

u 

щих рассуждении и резуJ1ьтатов. 

§ t. Шар в круглом бильярде без луз 

Рассмотрим шар в круге Q, огр анпченноl\1 
01<ружностью Г" Его траекториями являются вп исанные 
в Г J1оманые PnP1P2PsP 4 " •• , обJ1адающие свойством ра­
венства в точr<ах Р1, Р2 , Ра, ... углов падения и отраже­
ния, отсчитываемых от касательных или от радиусов OPi, 
ОР2 , ••• (рис. 1.1, а). Оrметим, что из этого свойства еле" 
дуетt во-первых, что все звенья траектории равны ме}l<ДУ 

собой: 

РоР1 = Р1Р2 = Р2Ра = PsP4 = ... ' 
и во-впzорых, что равны опирающиеся на них центральные 

УГJIЫ: 

LP00P1 = LP10P2 = LP20P8 = .. . 
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Действительно, д.сля .пюбоrо k= 1, 2, 3, ... равны треуrоль" 
ники Pk-tOPk и PhOPh+1, ка I< равнобедренные с равными 
углами при основаниях (рис, . 1.1, б), от1<уда и вытекают 
указанные равенства хорд и центральных углов. 

Нетрудно видеть также, что середины {/(1} всех звеньев 
трае1<тории удале11ы от центра круга на одина1'овое расстоя 
ние (почему?) и , таким образом, расположены на окруж6 

ftости с тем же центром О. Следовательно, вся бильярдная 
траектория расположена в круговом кольце (рис. 1 .1, в) 

pk 

Рис. 1.1 

Это позволяет очень просто строить все звенья бильярдной 
траектории по какому-то одному из них - для этого доста-

~ 

гочно провести концентрическую с исходнои окружность 

v радиуса 0/(, где /( - середина данного звена, затем из 
концов этого звена провести касательные к окружности у 

до пересечения с внешней окружностью Г, затем из концов 
построенных хорд - опять касательные к окружности у 

до пересечения с Г, и так далее - это и будут звенья иско­
мой бильярдной траектории. 

Таким образом, мы установили важное свойство: 
любая бильярдная траектория в круге никогда не заходит 
внутрь некоторого концен1прического круга, границы кото­

рого касаются все ее звенья. Отсюда следует, что 

бильярд в круге не эргодиц.ен, 

поскольку эргодичность означает, как сформулировано во 
введении, не только прохождение шара через любой ма­
Jiенький кружок внутри области Q в какой-то момент вре­
мени, но и, в частности, пребывание в нем за большой про· 
ме:н<уток времени Т доли времени, равной в пределе (когда 
Т устремЛяется к бесконечности) отношению площади этого 
кружка к площади всей области Q; для 1\руга же не выпол­
liено даже первое из этих условий, которое носит название 
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t:сюду пло1пнос1пи бильярдной траектории" Поэто~1у 

биль.я/Jдная пzраектория в кру~е не всюду плопzна в не.:,·t. 

Tl .1 не енее ._ 1ы можем выяснить не TOJIЫ<o указанные 
факты отрицательного, так сказать, свойства, но и поJ1-
ностыо решить проблеl\1у бильярда в круге: дать I{ритерий. 
позволлющий выделять периодические траектории ' изу 
чить характер по дения неперuод~tческих трае1<торий. 

ДJ1я этоrо обозначиrJJ через а радианную ~-tepy уг.nов 
LPoOPi, LP10 P2 , •••• Ясно, что I<аждая верш и на Ph 
тр аектори РоР1Р2Р3 •• " получается из предыдупtей вер-

н I h-t поворотом на угол а отн си·mпьно uентра О 
окружности Г, от1<уда следует, что вершина Рп получаетсs1 
из начальной вершины Р0 поворото1 на угол па . Докажем, 
что вttд бильярдной mpaeкmopuit в круге полноспzью опреде­
ляется числом а . А именно: 

(а) ecлit число а couз_л,tepuAto с п, nz. е. дробь а!:п являе11~ся 
рациона.льным числом (равным неt<оторой дроби nz/ti с це· 
лыми т и п), nzo бильярдная пzраек1пория период~tчна; 

(б) ecлit а Ll п несоизмеримы, nz. е . число а/п Ltррациональ­
но, nzo опzвечающая углу а пzраекпzория непериод~tчна. 
Д о I< а э а т е JI ь с т в о. (а) Если а соизмеримо с п, 

т 
то его можно представить в виде а, =-·2:n, где nz и п -

п 

целые числа. Тогда na=2:nnz, и поэтому при повороте на 
угол rza каждая точка окружности Г переходит в себя. 
В частности, все вершины рассматриваемой бильярдной 
траектории PoP1P2Ps ... обJ1адают тем свойством, что 

Рп =Ро, Pn+1=P1, Pn+2=P2, .•• , 

т" е. верш1I1Iы, начиная с п-й, повторяются. Это п означаетt 
что бильярдная траектория периодична, и утверждение 
пункта (а) доказано . 

Сколько же звеньев будет содержать рассматриваемая 

р ' т а трае1<тория Ро 1Р2.. .. Если 11 = 2n- н е с окр а т и-

м а я дробь, то отвечающая а периодическая траектория -
это траектория PoPi . . . Рп-1Ро, где п - знаменатель ука· 
занной дроби, и состоит она р о в и о из п звеньев. При m= 1 
это будет nравиJ1ьный п-угольник, вписанный в 01<руж­
ность Г (рис. 1.2, а), а при ~2 бИJlЬЯрдная траектория 
представляет собой правильную самопересе1<ающ}rюся замк­
нутую (звездчатую) J1оманую, вписанную в Г (рис . 1.2, б). 

Иными словами, биJ1ьярдный шар после п отражений fJT 

борта Г оказывается в исходной точке Р о, сделав т оборо-
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тов во~<руг центра О (т. е. nовернувшись вокруг nентра 
на угол 2ппz)~ 

(б) Предположим, что бильярдная траектория и в этом 
rлучае периодична" Докажем тогда, что а и п соизмеримы, 
что противоречит ус11овию пункта (б) 11 тем са~~ым доказыва­
ет его утвержден11е. 

Из периодичности траектории вытекает, что, начиная с 
некоторого номер а п, Рер1пины траектории повторяются: 

Рп=Ро, Рп+1= Р1, Рп+2=Р2, и т" д. Но это означает, что 
при повороте на па радиан точка Р0 переходит са~1а в себя; 

г 

Рис. 1.2 

CJ1 овательно, па есть це11ое кратное полного уг11а: па= 

о а 2т 
=:- 2л1п. тсюда - = - рацио н аль н ое число . n п 

l1скомое противоречи по11учено. 
Про периодические траектории в круге ~tы уже выясни ... 

ли все досконально в пункте (а) приведенного доказате.пь­
ства. Доказате11ьство же пункта (б) велось от противного и 
поэтому качественное поведение непериодических траекто­

рий нам пока неизвестно. Однако 11нтуитивно ясно, что не­
периодическая бw1ьярдная трае1<тория до11жна вести себя, 
в отLп ичие от периодической, неким «нерегулярным» сnо­
собом. 

Эту «нерегу11ярность» можно себе представить, например, 
так. Будем считать, что бильярдный шар при: движении ос­
тавляет «чернильный сL11ед» ненулевой «то11щины». Ес11и шар 
оп сывает периодическую траекториюt то, хотя она может 
быть очень «звездчатой» (см . п. (а)) , и заполнять к&1ьцо П< 
~1ежду внешней и внутренней окружностями Г и 1' «очень 
плотно}), но все-таки не «всюду п11отно» - на кольце обяза­
тельно ос1анутся та1<ие участки (напрн~1ер, ма11еньки~ 
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кру>кки), которые периодическая траектор11я никогда не 

пересечет (рис. 1.3). 
3 а д а ч а. Укажите нето,1ность на рис. 1.З" 
У к а з а н и е. Траектория бильярдного шара не может пе­

ресекать маленький кружок так, как на рис. 1.З,- показа нное 
v v 

стрелкои звено не касается внутреннеи окружности кольца. 

Иное дело, когда шарик описывает н е п е р и о n и" 
ч е с I< у ю траекторию. В этом случае он рано или поздно 
побывает в люб ом кусочке кольца К. Другими слова­

Рис. 1"3 

ми, каким бы ТОНl{ИМ ни был черНИJIЬНЫЙ 
след, оставляемый биJ1ьярдным шаром (но 
имеющим все-таки ненулеву10 толщину), он 
со временем обязательно зaкpactlm все коль· 
цо К целиком (рис. 1.4). Это и означает 
нерегуJ1ярность, а на 1\1атематическом язы­

ке - «всюду плопzноопzь» биJ1Ьярдной тра­
ектории в коJ1ьце ll\.. (Вспомним, что в нача­
ле параграфа мы выяснили, что ника1<ая 
бильярдная траектория в круге Q не всюду 

D 

плотна в нем, т. е" черниJ1ьныи сJ1ед шара не может закра-

сить всего круга; однако для кольца К такая возможность 
J1огически ничему не противоречит.) 

Ока3ывается, непериодическая траектория в круге Q 
деЙСТВИТеЛЬНО ВСЮДУ ПJIOTHa В КОЛЬUе К О Границей Г U '\'! 

Рис. 1.4 

Это утверждение мы еще раз сформули-
D 

руем уже в виде математическои теоремы 

в § 2 и там же полностью дnкажем. 
А пока отметим, что утверждение о всю ... 
ду плотности бильярдной траектории в 
кольце будет вытекать из того факта, что 
точки отражения шара от борта Ро. Р1, 
Р2 , ••• расположены на окружности Г 
в с ю д у п JI о т н о, т. е. внynzptl лю­

бой дуги Л окружноспzи Г uAteerncя хотя 
6ы одна ~почка Pk. Это последнее утверж­
дение носит название «теоремы Якоби» *). 
Оно также будет доказано в § 2. Отметим 
здесь только, что теорема Якоби явля­
ется основным инструментом при дока" 

зательстве почти всех дЗJ1ьнейших тео-
рем, связанных с «всюду плотностью» 

биJ1ьярдных траекторий . 

*) К. Г. Я. Я кобu ( 1804-1851) - крупнейший немецкий ма-
v 

тематик, и.:Jвестныи своими исследованиями в теории чисел, в меха· 

нике и в других областях науки. 

28 



После всего сказанного бильярд в t<pyre можно считать 
полностью исследованнымо Резюмируем полученные резуль­
таты в виде теоремы. 

Т е о р е м а 1. Траекпzория бильярда в круге являетЕя 
либо пери.одttческой, если число a/n рационально, ли.бо всюду 
п опzной в кольце К между бор1пом Г и концентрической с Г 
окружноспzью ", ecлit чtwло а/те иррац~tонально. 

З а д а ч а 1.1. Бильярдный шар находится на круг лом столе 
радиуса R= 1 на расстоянии l от ero центра. Установите характер 
6ильярдной траектории (периодическая она или нет, какую об­
ласть всюду плотно заметает), если шарик выпушен под углом q> 
к диаметру, на котором он находится (рис . 1.5). 

От в е т. Периодична, если число ..!... arccos (l sin qi) раuио-
п 

нально, и всюду плотно заполняет кольцо с внутренним радиусом 

l sin q> в противном случае. 
3 а д а ч а 1.2. Исследуйте бильярд а) в 11олукруrе (рис. 1.6); 

6) в четвертькруге (рис. 1.7). У к аз а н и е. Попробуйте свести 
а и бильярды к· бильярду в круге" 

Рис. J"5 

о 

Рис" 1.6 Рис. 1. 7 

З а д а ч а 1.3. Исследуйте бильярд а) в круговом концен­
трическом кольце; б) в круrовом секторе угловой велич11ны а. ; 
1) * в кр иволинейном четырехугольнике, который высекается из 

.... 
1<ольца сек~rором угловои величины а.. 

З а д а ч а 1.4. а) Докажите, что никакая непериодическая 
f ильярдная траектория в круге не ~одер;кит двух параллельных 
звеньев" 

б) Mo>1,e·r ли у периодической бильярдной траектории в круге, 
1-~ акие-·rо два звена которой параллельны друг другу, быть 1717 
веньев? 1718 звеньев? А еrли она самопересекающаяся? Если 
может, укажите способ построен"1я всех периодических ·rраек·fорий 

v r так им числом звеньев и наиди·rе максимальную длину траектории 

нз этого класса (принимая радиус круга за l) . 
в) Обобu~и·rе вопрос пункта б) на произвольное число звеньев 

п (см. также задачу 6.6 из § 6). 
Р е ш е н и е. а) Еслн какие-то два звена АВ и CD траектории 

л2 аллельны, то они uентрально-симметричны относительно центра 
круга О. Поэтому и вся траектория центрально-симметрична от-
1-tосительно О (рис. 1.8). Значит, если шар перешел со звена А В 
lia звено CD после п отражений, то еще через п отражений он вер-
1 ется на эвено А В, и вся траек·rория замкне·rся - траек·rория 
н жется периодической. 

Поэтому, если заранее выбрать радиус r внутренней окруж-

1-Jостн v копьпв К (радиус внешней равен 1) и провести к v две 
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параллельные касательные, то они заведомо н fl б у 11 у т эвень" 
" ями однои траектории, если только число arccos r несоизмеримо с n" 

б), в). Если бильярдная траектория периодическая н содер 
жит два параллельных звена, то все звенья разбиваются на nары 
параллельных (рис. 1.8), так ч·rо число звеньев п в зтом случае 
обязательно четно. Итак, 1717 звеньев бы1ь не может. 1713 
звеньев у траектории быть может - например . у правильного 
вписанного 1718-угольника Р. Остальные бильярдные траектор1н1 
с изломам и в вершинах многоуrопьника Р олучатся , если соед~ 
нять эти вершины через одну, через две, через три и т" д. Одна1(0 
1718=2·859 (859 - простое чнсло), поэтому, соединяя вер~11 и11ь~ 
через одну, по учим два 859-угольник.а без общих вt:ршвн. Ан.а 
поrнчна ситуация, когда соединяются вершины ч рез 3 (на чет 
вертую), через 5 (на 6-10) и т. д.- получается нес1{олько замкнутых 

Рис. 1.8 

12 

11 

1 

в 

Рис. 1.9 

4. 

5 

~ = 857тt_/171В 

Рис. 1.10 

ломаных. Если же соединять вершины через k-1 на k-10, где k 
взаимно просто с 1718 (т. е. вершину 1 соединить с (k+ 1)-й, 2-10 -
с (k+2)-й и т. д.), то полученные замкнутые бильярдные ломаные 
будут содержать ровно 1718 звеньев, причем все звенья будут раз­
биты на 859 пар попарно параллельных (см. рис. 1.9, иа котором 
изобра}кена траектория из 14=2·7 звеньев) ~ Наибольшей длины 
звенья будут у траектории, соединяющей вершины 1 и 858, 2 и 859, 
3 и 860 и т. д. Из треугольника 61 МО на рис. 1.10 следует, что 
длина з вена (1 ; 858) равна 

l == 2 sin (а/2) = 2 sin (857п/343б). 

Поскольку угол, стоящий под знаком синуса, равеь примерно 

п/4, имеем l =::: 2 sin (n14)= У 2, поэтому максимальная длина биль­
ярдной траек·rории из 1718 звеньев равна 

L= 1718l=3436sin (857п/3436.) ~ 34~бf2 ~ 4851,632. 

Шар при ее обходе сделает 857 оборотов. 
3 ад а ч а 1.5. В круглом бильярде в некотором месте еде-

" лана луза - кружок радиуса в, не содержащии центра круга 

Доказать, что точечный бильярдный шар можно расположить 
в такой точке круга и запустить в таком направлении с единичной 
скоростью , что он а) не попаде·r в лузу никогда; б) попадет в пузу. 
пройдя до попадания путь длииы, большей заданной величины l, 

Останется пи верным это утверждение, если шарик расположе 
в заранее заданной ·rочке круга? А если точку его расположени 
можно выбирать, а направление вектора скорости фиксированно? 
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З а д а ч а 1 .6. В круглом б11льярде в заданных п. точка~ 
рас оложены точечные бильярдные шары . Доказать, что нх можно 
sаnустить в таких иаправленнях, что а) никакие два нз них никогда 
не столкнутся~ б) дiобые два из них столкнутся (сталкив:нощиеся 
шарики проходят друг сквозь друга без отклонений). 

3 ад а ч а 1.7. Доказать, что два заданных шара радиуса 
О,0001 ~1ожно запустить в круrлом бильярде раднуса 1 в таких 
наn авлениях, что онн обязательно столкнутся друг с другомt 
но не раньше, qем ка11<дый из них пройдет путь заданной длины l .. 

3 ад а ч а 1.8. Можно ли запустить два шара радиуса 10-Jo 
в круглом бильярде радиуса 1 так, чтобы они никогда не столкну· 
лись? 

3 а д а ч а 1.9. Предположим, что бильярдная траектория 

в круге всюду плотно заnолняет кольцо К. Верно лн, что любой 
фиксированный кружок внутр н кольца пересекают бесконечно 
много звеньев этой бильярдной траектории? А верно пи, qто через 
какую-то точку этого кружка не проходит нн одно звено траек­

тории? 
3 ад а ч а 1.10*" Верно ли, что доля времени, проводимая 

бильярдным шаром в кружке нз эадачи 1.9, равна (в лреДеле) 
отношению площади этого кружка к площади кольца К? 

§ 2. Теорема Якоби. 
Применение к 1·еории чисел 

В этом параграфе мы докажем теорему, сфор­
мул ированную в конnе § 1. Сформулируем ее здесь еще раз 
(мы приводим более труд11ую часть теоремы). 
Теор ем а 1. Если а и п неооuз.лtерuАtЫ (т. е. число 

а n иррационально), 1по любая траекп~ория бильярда в кру­
ге, отвечающая углу а (т. е. каждое звено коп~орой видно из 
ценrпра круга под углом а; рис. 1"1, 6), всюду плопzно запол­
нлеrп кольцо К" 

оказательство теоремы 1 опирается на следующую ос­
новную тeoperv1y этого параграфа, в дальнейшем применяе­
мую в качестве основного рабочего инструмента при доказа­
тельстве утверждений, иногда имеющих мало общего с 
биJiьярдныrv1и задачами, например утверждений из теории 
чисел (об этом см. ниже) . 
Теорем а Я к об и. Пусп~ь а - несоизмеримое о п 

число, {Р0, Р1, Р2 , ••• }= {Ph} - бесконечная последова­
тельносп~ь точек окружности Г такая, что каждая следу­
ющая точка пооледовательности Р h+i получаеп~ся из преды-
Уще~i. п~очки Ph поворотом около ценп~ра на а радиан. 
Тогда для любой дуги Л окружности Г хо1пя бы одна точка 
последовательности {Ph} лежит на эп~ой дуге. 

3 а д а ч s. Докажите. что иа дуге Л находнтся бесконечно 
много точек последовательности {Pk}. 
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р е ш е н и е" Если бы на дуге Л расnолагалось только к о ... 
н 6 ч но е чнсло точек (наnрнмер, как крайний случай, только 
одна точка)t то нашлась бы некоторая дуга Л,, лежащая внутри 
дугн Л и не содержащая н и од н о й точки nоследовательнос111 
{Pk}. Это nротнворечит тeopel'r1e Якоби: по этод теореме на дуге Л' 
им еется х от я б ы од н а точка последовательности . 

Прежде чем доказывать 1еоремы Якоби, выведем пз нее 
1 еоре!'лу l . 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть а -

u 

несоизIV1еримое G n число, у - окружность, которои каеа-

ются все звенья каждой отвечающей углу а бильярдной 
траектории внутри окружности Г. Пусть К - кольцо 
f\1ежду '\' и r' а D - произвольный кружоI< внутри кольца 
К. Проведем через центр кружка D хорду MN окружности 
Г. касающуюся окружности у (рис. 2. 1). Если провести 
касательные к кружку D, касающиеся окру1нности у, то 
они высекут на окружности Г некотору10 дугу Л, в которой 
расположена точка М. Очевидно, что для любой другой 
точки М' дуги Л касательная, проведенная из неr к окруж­
ности'\' по ту же сторону, что и хорда MN, пере сеч е т 
кружон D. 

РассIV1отрим теперь любую бильярдную н е п е р и о д и" 
чес к у ю траекторию PnP1P2 " • " , отвечающую углу а. 
Требуется доказать, что хотя бы одно из ее звеньев пересе" 
кает кружок D. 

Согласно тeopeIV1e Якоби, точки Ро, Pi, Р2 , • • всюду 
плотно заполняют окружность r. Следовательно, хотя бы 

А одна из них, скажем Рп, лежит на пост-
~--на..L м' роенной выше дуге Л. В силу выбора этой 

Рис. 2.1 

дуги одно из двух звеньев траектории, 

выходящей из точки Рп (а, тем самымt ка­
сательных к окружности у), пересекает 
кружок D (в качестве точки М' на 
рис. 2. 1 следует взять точку Рп). Тем 
самым теорема 1 доказана . 
Доказательст в о т е ор~ 

м ы Я к об и. Двигаясь от точки Ро 
последовательныIV1и дуговыIV1и шагами 

величиной а каждый (рис. 2.2) и попадая в точки Р1 , Р2, 
PR, ., остановиIV1ся в точl{е Рп , как только в п ер в ые 
перескочим точку Р0 (дуга PnPn-f меньше 2n, а дуга PoPn 
больше 2n). Обозначим точку Р0 буквой А, а ближайшую. 
к ней из точек Рп-• (до перескока) и Рп (после перескока) -­
буквой В. Тогда ~ - длина дуги АВ - не больше а/2: 
~ ~а/2. 
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Начав дв~1гаться от точки В прыжками величиной а" 
мы через некоторое чиСJiо шагов попадем в точку, отстоя­

~цую от точки В на р, затем на 2~. потом на з~. и т. д" 
(рио. 2.2). 

Можно считать, что у нас сжался масштаб длины и мы 
движемся по окружности Г дуговыми шагами уже величи-
ной {3. по крайней мере вдвое мень- /J= А=д 
шими, чем величина шага а при на- Рп-1 и Р 
чальном движении от точки А. с ;з 11 

После определенного чиСJiа шагов ~ 
величиной ~ каждый. мы впервые r 
перескочим точку В и выберем пос- J' 
пе этого ближайшую к ней (иэ двух 
точек - до перескока и пoCJie него) 
точку С. Пусть длина дуги ВС рав· 
на fP, тогда ffJ ~~12~а/4. Как и выше, Рис . 2.2 
получим, что можно опять иэIV1енить 

масштаб длины и считать теперь величину пры.>кка рап-
.... 

нон ff) . 

Повторяя описанный процесс k раз, получим величи ну 
прыжка, не ббльшую чем cx/2k. Но при больших k величи­
на cx/2k стремится к нулю, т" е. становится меньшей про­
извольного чиСJiа в > О, так что мы попадем в любую, сколь 
у ~но малую дугу Л, произвольно выбранную на оI<руж­
ности Г. Теорема Якоби доказана. 

Д.ля л1обнтелей формальных доказательств описанное рассуж­
денне проведем более техническим способом. 

Пусть Л-nронзвольная дуга на окружности Г, е-ее радиан-
2n 

ная мера. Выберем такое натуральное число N, что N < е" Ра-

зобьем окружность Г на N равных по длине дуг Лi, Л2, ••• , ЛN; 
радианная мера каждой из них равна 2п/ N и меньше е. 

Рассмотрим теперь N + 1 первых точек nос.ледов~тельности 
{Pk}, т. е . точки Р0, Pi, •.. , PN. Согласно принципу Дирихле *), 
хотя бы на одной из N дуг Л1.., •••• ЛN .лежит по крайней мере две 
нз ЭТИХ! точек; допустим, точки Рп я Р14 лежат иа дуге л, (счи" 
таем m===n+l > п). Пусть длина llУГЯ РпРт (в радианах) равна б, 

2n 
тог~а б < I Лi J =-N < в. 

Рвссмотрим далее точки поеледовательноотя {Pk} о номерами 
n, m==n+lt n+ 2l, n+Зl, •• ·~ т . е. точки Pn, Рп +l• Рп+2t, • •• , ... 
каждая из которых получается из nредыдущеи повор.-.том . на уго.л 

lо:-.- точно так же, как точка P n+l получается из точки Рп. Таким 

lj:) Принцип Дирихле состоит в следующем: если в k ящиках 
11.ежuт k+ 1 предмет. то хотя бы в одном ящике больи1е одного 
npeд1tiema" 
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образом, соседние точки выделенной последовательности отстоят 
друг от друга на дугу радианной меры б. Так как б < е, то хо1·9 
бы одна из точек Рп, Рп + z, Pn+ 2i, ••• обязана попасть на дугу Л. 
Тем самым теорема Я1<оби доказана. 

3 ад а ч а. Где в доказательстве теоремы Якоби использо­
Балась несоизмеримость чисел а и n? (Если а и n соизмеримы, 
то теорема, очевидно , неверна). 

От в е т. Из несоизмеримости следует утверждение, что точки 
А, Bt С1 ••• различны (в доказательстве петитом - различны 
ТОЧКИ Рп И Рп+~). 

Кроме теоремы 1, теорема Я коои имеет и много других 
u 

интересных следствии. 

Одной из важных проблем теории чисел является зада­
ча о распределении дробных долей разных функций, в 
частности многочленов. Задача о распределении дробных 

u ~ 

долеи многочленов связана с оценками числа решении дио-

фантовых уравнений (уравнений с nелыми коэфj>ициента­
ми, для которых ищутся целочименные решения) в алгеб-

~ 

раичесI{ОИ теории чисел . 

Рассмотрим многочлен у= aoxn+ai:x"-1+ . . . +ап_ 1х+ 
+ап. При каждом конкретном значении х можно :вычислить 
число у; при нецелых коэфj>иnиентах многочлена оно, как 
правило, будет нецелым. Вычтя из него его целую tLacmь, 
т" е. наи б ольшее целое число [y]t не превосходящее у, 
получим дробную часть числа у, которая обозначается фи­
гурными скобками: {у} =у-[у] . Ясно, чтовсегдаО<{у}<l, 
так что при каждом х чиспо {у} принадлежит полуинтер· 
валу [О, 1 ). 

Как распределены числа {Y1i} на полуинпzервале [О, 1), 
когда х пробегаеп~ все целые tLuoлa k = ... , -2, -1, О, 1, 
2, ... ? 

Это и есть задача о распределении .дробных долей мн~ 
гочленов. Теорема Якоби позволяет частично решить эту 

u 

задачу для л и н е и н ы х многочленов, т. е. многочленов .., 
первои степени. 

У т в ер ж д е н и е 1. Дробные части чисел Y"lt = ak+b, 
когда k пробегает все целые значения от -оо до +оо, либо 
образуют к о н е ч н о е множество точек на полуинтер­
вале [О, 1), либо в сюд у п лот но е множество точек 
на этом интервале. Первый случай реализуется при рацио­
нальном, а второй - при иррациональном числе а (число 
при этом может быть произвольным). 
До к а з ат ель ст в о . Искривим полуинтервал [01 1), 

на котором расположены дробные части {Y1i}. так, чтобы 
его концы совпали, и, склеив их, получим окружность еди­

ничной длины S1 (рис. 2.3). Затем сделаем второй шаг: на· 
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мотаем всю числовую ось IR. на полученную окруж11ость 
так, чтобы точка Ь оси IR совпала со склееннь~ми точи:ами 
О 11 1 окружности (рис. 2.4). 

оrда все точки ak+b отпечатаются на окружности si; 
u 

«выпрямив» эту окружность в исходныи полуинтервал 

Ю, l ), мы получим на нем все дробные час-
0 ти чисел Y11=ak+b. ,... ~ 

Однако на 01<ружности SJ.. отпечатки всех 
точек Yk получаются из отпечатка точки 

у0=Ь поворотом на углы ka радиан, где 
k= . .. , -2, -1, О, 1, 2, .... Поэтому, 
если число а рационально, то отпечатков на 

S1 будет конечное число; если же а ирраци­ Рис. 2.3 

онально, то их будет бесконечно много и 
располагаться они на окружности будут, по теореме Яко­
би. всюду плоп~но, а это и требовалось доказать. Утверж­
дение 1 доказано. 

Для многочленов бблыпих степеней, чем 1, решение 
задачи о распределении дробных долей сущеотвенно услож-

u 
няется, хотя с наглядно-геометрических позиции все дело 

фактически также сводится к применени10 теоремы Якоби, 

• • • Ь-2а Ь-а Ь Ь+а Ь+2а Ь~а •• • 
-оа ..: о • @ • • • ~ +оо :g: R 

• Ь+а 
• 

Ь-6а 

• 

Ь~а • 

Рис. 2.4 

только не для окружности, а для тора (см. § 8). Но об этом 
мы поговорим чуть позже - в гл. 3, когда речь пойдет 
о бильярде в прямоугольнике" Оrметим · пока только, на­
сколько тесно взаимосвязаны разные разделы математики: 

от геометрических задач - бильярдов в круге - мы пере­
шли ·к задаче из совсем другого раздела математики - тео­

р ии чисел, а позже перейдем к бильярдам в других обла" 
стях, исследование которых поможет при решении совсем 

11 ых задач из других областей математики " Собственно 
говоря, одной из целей нашей кн~1rи является попытка на 
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конкретном наглядном геометрическом материале дать 

почувствовать читателю многообразие математики и ее 
единство. 

Вернемся, однако, к вопросу о распределении дробных 
долей многочленов. Полный ответ на него был получен в 
виде теоремы выдающимся математиком ХХ века Германом 
Вейлем . Прежде чем сформулировать эту теорему, приведем 
одно важное определение" 

О п р е д е л е н и е. Произвольная бесконечная пос­
ледовательность точек {Рп} на единичной окружности S1 

(или на отрезке [О, l ]) называется равно.мерно распределен-
1-tой на S1 (на (0, 1)), если для любой ее дуги (интервала) 
Л «доля» попавших на нее точек равна длине этой дуги (ин­
тервала) l(Л). 

Иными словами, если ограничиться лишь к о н е ч н ы м 
числом п точек Р0 , Р1 , •• " , Рп-1, то отношение числа k(n) 
точек, попавших в дугу Л, к общему числу точек п, т. е. 
их доля k(п)/п на окружности длины 1, будет мало отли­
чаться от длины дуги l(Л). Это отличие будет тем меньше, 
'leM большее число точек мы рассматриваем, и в пределе при 
п~оо величины k(п)/п и l(Л) совпадут. Сказанное можно 
выразить формулой 

lim k (n) = l(Л). 
n-+-OD n 

(1) 

Свойство равномерной распределенности - асимптотиче­
ское. 

Можно доказать следующее утверждение. 
Теорема о ра в номерном р ас n ред~ 

JI е н и и т о ч е к н а о к р у ж н о с т и. Последователь­
ность точек Р0 , Pi, Р2 , Р8 , Р 4, ••• на окружности S1 , по­
лученных каждая из предыдущей поворотолt на иррацио­
нальный (несоиз.меримый с 2зт) угол а, равномерно распреде· 
лена на si. 

Формально строгого доказательства этой теоремы мы 
эдесь не будем приводить; опишем лишь правдоподобньrе 
рассуждения, которые при желании можно довести до стро­
гого доказательства. При доказательстве теореIV1ы Я коби 
J\itЫ пользовались тем обстоятельством, что снач&~'Iа произво· 
дились прыжки одинаковой вел ичины сх, эатеl\л (после из· 
ь~енения масштаба длины) - прыжки одной и той >!<е 
величины (3~сх/2, затем все прыжки становились равныl\1И 
1'~ сх/4, и т. д. Итак, при каждой заl'лене масштаба прыжки 
имеют о д н у и т у ж е в е л и ч и н у, которая I'леныnе 
величины прыжка рри предыдущей эамене масштаба в 2 ил11 
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большее число раз. Равенство длин этих прыжков и их 
экспоненциальное убывание *) при каждой замене масштаба 
означает, что число точек, попавших в данный интервал л. 
пропорционально его длине - это выполнено тем точнее, 

чем больше сделано замен масштабов длины. Но это 11 

означает равномерность распределения. 

3 а д а ч а. Доказать, что из равномерной распределенности 
последовательности точек (Pk} на окружности st вытекает всюду 
плотность нх расположения на s1. 

Р е ш е н и е. Действительно, на любой дуге Л 11меетси хотя 
бы одна точка Pk. 

Теорема Г. Вейля о дробных долях многочленов форму­
лируется так. 

Т е о р е м а В е й л я. Если среди коэффициентов а.о. 
а1 , а2 , • " ., ап-1 многочлена у =аох"+а1хп-1+ . . • +ап_ 1х + 
+ an ~~опzя бы один - число иррациональное, то последова-
1пельность {y1i}, eдey1i=aok"+ a1kn- 1+ . .. + ап_ 1k+ап, рав­
ноJ.tерно распределена на полуинтервале [О, 1). 

Теория равномерного распределения была создана 
Г. В ейлем в 1916 году" Она появилась на стыке нескольких 
математических дисциплин (действительный и комплекс­
ный анализ, теория чисел, теория вероятностей и др.) 
и долгое время ее приложения ограничивались различными 

вопросами «чистой» математики и механики. Вычислитель­
ная математика заинтересовалась равномерно распределен­

ными последовательностями· в 50-х годах, после возникно­
вения методов Монте-Карло, когда оказалось. что точки 

u 

таких пос.ледовательностеи могут в некоторых СJiучаях иr-
u 

рать роль квазис.лучаиных чисел. 

Классическое напрамение теории равномерного распре­
деления связано с изучением дробных долей раЗличных 
функций (например, многочленов; с~1. выше), оценками 
тригоноtv1етрических сумм и СJiедующим известным крите­

рием Вейля, связанным с эргодичностью. 

К р и т е р и й В е й л я. Для того чтобы последовательность 
Хо, х1 , х2 , ••• , Хп• ••• была равномерно распределена на отрезке 
[О, 1], необходимо и достаточно, чтобы для любой интегрируемой 
(по Риману) функции f (х) выnол нялось соотношение: «среднее 
временн6е равно среднему пространственному», т. е. 

п- 1 1 

lim .!.. L f(xJJ = S 1 (х) dx. 
п _,. ~ п k= о о 

(2) 

-------
*) Члецы геометрической прогрессни ak=a0qk со знаменателем 

9, по модулю меньшим 1. образуют экспоненциально стремящуюся 
к О последовательность. 
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На nервый взгляд требования (1) и (2) кажутся различными. 
Чтобы nоказать связь между ними, выберем nронзволhНЫЙ ннтер .... 
вал Л= (а, Ь) на отрезке (О, 1] и рассмотрим функцию f л (х), назы-
ваемую обычно характеристической функцией, или индикатором 
интервала Л: она тождественно равна 1 на интервале Л и тождест­
венно равна О вне его (рис. 2.5). Тогда 

n- 1 

~ f л (xk) = f л (хо>+fл (х1)+ ... +f л (Хп-1) 
k=O 

есть чнсло точек, nоn авших в интервал Л, т. е. число k (п) нз фор­
мулы (1), а 
1 а Ь 1 Ь 

~ f л (х) dx= S f л (х) dx+ ~ f д (х) dx+ S f д (х) dx= S dx=b-a=l (Л), 
о о а Ь а 

поэтому при f =f л (х) соотношения (2) н (1) совпадают. 

1 -1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 л ~ 
а /J 1 

Рнс. 2.5 Рис. 2.6 

Совпаде~1ие временного среднего и пространственного 
u 

среднего для простеишеrо случая равномерно распределен-

ной последовательности точек обобщается в теории дина-
u 

мических систем на случаи так называемых эргодических 

систем. В эргодической системе действует преобразование Т, 
не переводящее в себя никакого подмножества систе~1ы с 
мерой , отличной от О или 1, т. е. из равенства Т(А)==А, 
rде А - подмножество системы, следует, что мера множест­
ва А (длина, площадь, объем А в одно-, двух· и трехмерном 
случаях) равна либо О, либо 1. Примером эргодической си· 
~темы может служить окружность S1, на которой действует 
преобразование поворота Т на иррациональный угол а 
(рис. 2.6). Для этой системы выполнено равенство (2), по­
этому последовательность точек 

Хо, Тхо= Х1, Т2Хо = т (Тхо)= Txl = Х2, ••• 

(так называемая «орбита преобразования Т») равномерно 
распределена на окружности, а стало быть, всюду плотно 
~е заполняет. 

Именно равенство (2) и утверждает, что доля времени, 
1<оторую частица (скачущая по окружности точка) право-



дит в заданно11 oбJlacrи (дуге Л), равно мере (длине) это1i 
области. 

Обсуждение вопросов, связанных с эргодичностью, рав-
u 

номернои распределенностью и всюду плотностью, закон-

чим в этом параграфе следующей эаIV1ечательной арифl\tети­
ческой задачей, решаемой бильярдныIV1 шаром в круге. 

3 ад а ч а. РассIV1отрим последовательные степени двой­
ки: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, ... и выпишем подряд 
первые цифры полученных чисел : 

1, 2, 4, 8, 1 t 3, 6, 1, 2, 5, 1, 2, 4, •.• 

а) Встретится ли в этой последовательности цифра 7? 
б) Какая nифра встречается в последовательности чаще: 

7 или 8? Во сколько раз? 
в) Вообще, с любого ли набора цифр может начинаться 

степень двойки? С какой частотой появляется заданный на-

бор цифр а1а2 .. . а,? 
Р е ш е н и е" Начнем решать задачу «с конца», т" е. 

ответим сначала на вопрос в), который естественным обр а­
зом обобщает вопросы а) и б). 

Пусть А =а1а2 .. . а, - r-значное число. Еми 2п на­

чинается с набора А, то 2п=А . .. , а так как число А .. 
не меньше A· IOk и строго меньше (A+ l)·IOk, где k - чис­
ло цифр, приписанных справа к А, то 

А. JQk~ 2п <(А+ 1)· IOk. 

Логарифмируя по основани10 10, получаем 

k+ lgA ~п lg2 < k+ lg(A + 1), 

k ~ п lg 2-lg А < k + lg (А + 1 )- lg А = k + lg ( 1 + -{-) . 
Отметим на чимовой оси все промежутки между чимами k и 

k+ lg ( l + ~ ) 1 т. е. окружим все целые точки k числовой 
о и полуинтервалами одинаковой длины lg ( l +-}). 

Возьмем теперь круглый бильярд, длина окружност11 
которого равна J {т. е. радиус бильярдного круга равен 
ll (2л)), и, как при доказательстве утвер11<дения 1, намота­
ем числовую ось на границу этого бильярда - окруж­
liость S1(рио.2.7) . Тогдавсецелые точкиО, 1,2, ... ,k," .. 
сольются в одну точку на окружности, а все промежутки 

[ kt k + lg ( 1 + j-) J- в одну дугу Л (G концом OJ который 
39 



Е'Й принадлежит) длины l (Л) = lg ( 1 +1-). Обозначим Р0 
~ 

точку на окружности, в которую попадает при этои намотке 

ЧИСJIО (-lg А). 
А теперь задача сводится к моделированию первых цифр 

последовательности 2n следующим движение!\t бильярдного 
шара в круге: запускаем шар из точки Ро в точку Р1 на ок­
ружности такую, что .._..P1P 2=lg 2, и рассматриваем всю 

помедовательность Ро, Р1, 

k+tg(t+f) 
k 

k-f+t9 ~+;f) 
k.-1 

Р2, Рз, ... точек отраже­
ния шарика от борта; те п, 
для которых точки Р п при-

11адлежат дуге Л, являются 
ИСКОМЫМИ показатеЛЯ1\1И 

двойки - для них числа 
2п начи наются с набора 

а1а2 . . . а,. 
Но число a=lg 2 -­Рис. 2.7 

иррациональное *), поэто­
му последовательность точек Р о, Р1, Р 2 , ••• , получающихся 
друг из друга поворотом на угол а, по теореме Я коби за· 
полняет окружность всюду плотно. Следовательно, степень 
двойки может начинаться с произвольного набора цифр 

А =а1а2 . . . а,. Более того, поскольку последовательность 
точек Р0, Pi, Р2 , ••• р а в н о м ер но распределена на 
окружности, доля тех чисел п, для которых 2п начинаете~ 
с набора А, в пределе равна длине интервала Л, т. е. равна 

1g ( 1 + -1-) . Это и есть частота появления набора а1а2 . . .а, 
в качестве первых цифр чисел 2п. 

После сказанного ответить на вопросы а) и б) не пред­
стамяет труда . Цифра 7 в последовательности первых цифр 
чисел 211 обязательно встретится . Встречается она с часто­
той, равной lg (1+l/7)= lg 8-lg 7. Цифра 8 в этой последа· 
вательности встречается с частотой lg ( 1+1 /8) = lg 9-lg 8. 
Так как 817>9/8, то (как это ни странно на первый взгляд -­
особенно после рассмотрения начала последовательности, 
указанной в условии задачи), семерки встречаютоя чаще 

]g8- lg 7 
восьмерок, причелt в ig 9 _1~ 8 ~ 1, 14 раз. А то, что вначале 
восьмерки встречаются все же чаще €.емерок, связано со 

*) Еспи lg 2=m/n, 1 ·де т ип - цепые числа. то 2= JOm/n 7 и тоr 
да 2n= JOm, чеrо ~ыть не может, так как 2n не может оканчиваться 
нупем (n>O). 
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• 

следующим обстоятельством: иррациональное число lg 2 
примерно равно рациональному числу 3/10. Действительно, 
сделав на окружности 10 прыжков длины lg 2, мы сдвинем­
ся на дугу 10 lg 2~3, т. е. окажемся примерно в начальной 
точке. Среди первых 10 степеней двойки нет ни одной, на­
чинающейся с 7 (это экспериментальный факт), а начинаю· 
щиеся с 8 - есть, поэтому и среди следующих 10 степеней 
двойки опять нет ни одной, начинающейся с 7 (а с В - есть) 
и т. д.; это будет происходить до тех пор, пока lOn · lg 2 
не станет уже существенно отличаться от целого числа -
тогда и появляется семерка" 

В заключение отметим, что числа 3п, 4п=22п, 5п, бn, 
7п, вп, gп, 11 n, I2n, 13n и т. д. (пропускаются степени, ос­
нования которых кратны 10) также чаще начинается с 7, 

в 2п 'l lg (8/7) Э 
чем с , причем, как и для , чаще в л = lg (9/8) раз. то 

объясняется равномерностью распределения точек на ок­
ружности длины 1 при отражении бильярдного шара с уг­
лами поворота a=lg 3, lg 4, lg 5, lg 6, ... , являющимися 
иррациональными числами . 

3 а д а ч а 2"1. Промоделируйте бильярдом в круге все степени 
числа 3, начинающиеся с набора цифр 1989" 

3 а д а ч а 2.2. Докажите, что если число р ие является сте­
пенью 10, то среди чисел р, р2 , р3 , р4 , ••• найдутся такие, десятич­
ная запись которых нач и нается с любой наперед заданной комби­
нации цифр. С какой цифры чаще начинаются эти числа - с 7 
или В и во сколько раз? Сравните полученный ответ с ответом 
для р=2 и объясните лопучеииый резуnь· 
1ат. 

3 а д а ч а 2.3. Существует пи такое 
натуральное n, что siп n<10-1°0? 

sinf 

Рис. 2"8 Рис. 2.9 

О т в е т. Существует . У к а в а н и е. Промоделируйте по­
след вательиость sin О, sin 1, sin 2, sin 3; ••• бильярдом в круге 
аднуса J и учтите, что числа 1 и 2n несоизмеримы (рис. 2.8) " 

З а д а ч а 2.4. При качении одной окружности по другой 
1tюбая точка катящейся окружности описывает кривую с «острия­
ми» - эпициклоиду (рис. 2.9). Докажите, что если радиусы этих 
Оkружнос"Jей несоизмеримы, то «острия» эпициклоиды заполняют 
неnо~вижну10 окружность всюду плотно" 
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3 а д а ч а 2.5. По окружности S1 длины Jf 2 катитси снаружи 
окружность S1 длнны 1 (без проскальэывання). На окружности 
S2 красным цветом отмечена точка А касания двух окружностей. 
При качении окружности S2 по S1 точка А делает на S1 в точка:х 
касания красные отпечатки А 1 , ~' А8 , •••• В свою очередь, полу­
чающиеся красные точки на окружности S1 делают отпечатки на 
окружности S21 которые, в свою очередь, делают отпечатки на ок­

Рис. 2.10 

ружности S1 и т. д. Сколько красных то 
чек будет на окружности Si_, когда ок 
ружность S2 сделает п оборотов около 
S1? Иными словами, с какой скоростыо 
растет число отпечатков на окружнос­

ти S1? 
От в е т. На неподвижной окружнос­

ти будет п точек. У к а а а и и е. После 
первого оборота иа S1 , кроме точки А, бу­
дет только один красный отпечаток А1 на 
расстоянии 1 (по дуге окружности S1) от 
А (рис. 2.1 О), а на S2 - два отпечатка: 
А1 

- это бывшая точка А - и отпечаток 
от точки А. Точка А на S2 уже не даст но­
вых отпечатков на Si, а точка А' даст пос­
ле одного оборота один новый отпечаток 
А 2 • Вообще, с каждым оборотом все, кро­
ме одной, красные точки на S2 пройдут 
по свонм старым следам на неподвижной 

оkружности и потому не дадут новых отпеча1·ков, и лишь одна 

новая точка будет давать отпечатки - один за оборот. Таким 
образом, хотя красные отпечатки заполнят неподвижную окруж-

" ность всюду плотно, скорость их появления всего лншь линеиная. 

3 а д а ч а 2.6. Числа а и ~ несоизмеримы между собой и с 
числом n. Докажите, что ни при каком целом п сумма s=sin па+ 
+sin n~ не равна 2, но существует бесконечно много таких n, что 
s отличается от 2 меньше чем на 0,000001. С какой частотой встре­
чаются такие числа n? 

§ 3. Теорема Пуанкаре о возвращении. 
Конфиrура1\ионное и фазовое пространства. 
Парадокс Цермело и модель Эренфестов 

1. В математике часто случается, что некотtг 
рые утверждения или их следствия удается удачно обобщить 
и получить при этом ряд новых, неизвестных ранее следст­

вий. иногда далеко выходящих за рамки рассматриваемого 
вопроса. Таким интересным во многих отношениях обобще­
нием следствия теоремы Якоби о попадании любой точки х 
окружности S1 в пюбую свою окрестность яв.ляется тeopettta 
Пуанкаре о возвращении, возникшая , впрочем, впервые из 
потребностей механики. Мы позже расскажем, в связи с 
чем величайший математик нашего века А11ри Пуанкаре 
сформулировал эту теорему для механики, вначале же no-
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rоворим о том, как естественным образом обобщается ука­
занное следствие теоремы Якоби. 

в этой теореме фигурирует окружность S1 и преобразо­
вание Т - поворот окружности на некоторый угол а. 
Далее рассматривается произвольная точка х на S1 и ее 
образы при ~оворотах на углы а, 2а, За, " .. - точки 
х, Т (х), Т2 (х)===Т(Т(х)) , Т3 (х)=Т (Т~ (х)) и т. д. (они в фор­
мулиров1<е теоремы Якоби обозначались Р0 , Pi. Р2 , " " . ). 

Все обр?ЗЫ точки - ее положения на окружности в пос­
ледовательные моментъ1 времени - в совокупности назы­

ваются орбитой преобразования Т. Про эту орбиту и ут­
верждается 1 что при иррациональном а, она всюду плотно 

заполняет окружность, в частности некоторый образ точ· 
к I х попадает в любую наперед заданную окрестность точ· 
ки х (а при рациональном а. орбита замкнется, т. е. для не­
которого п будет выполнено равенство тп(х)=х). 
Окружность S1 будем считать расположенной на плос­

J{ости, а ее поворот представлять себе как преобразование 
(поворот) всей плоскости, не меняющее площадей фигур, 
при котором окружность S1 переходит в себя: T(S1)=S1 • 

Анри Пуанкаре замет11л, что если плоскосТь - двумерное 
пространство - заменить на пространство пюбого числа 
изl\.~ерений (трехмерное, четырехмерное и т. д.), окруж­
ность - на произвольную ограниченную обпасть *) D 
в том пространстве, а преобразование Т считать взаимно 
однозначным (не «склеивающим» никакие две точки в одну) , 
сохраняющим объемы и при этом переводящим область D 
в себя, то указанное следствие из теоремы Якоби сразу же 
об бщается, а ее доказательство упрощается. Приведем 
форf\11улировку теоремы Пуанкаре и ее доказательство" 

Т е о р е м а П у а н к а р е о в о з в р а щ е н и и. 
П ус1пь Т - сохраняюиtее объемы взаи.лtно однозначное пре­
образование пространства, r~ереводящее ограниченную об­
ласть D пространспzва в себя: Т (D)= D " Тогда в любоti сколь 
угодно малой окреспzности U внутри D найдется точка xt 
1соторая после нескольких применений к ней преобразования 
Т снова возвращается в область U: точка тп(х) прu1Шдле­
жит области Uпринекоторо1t~ п>О (рис" 3.1). Более того, 
почти все точки области U возвращаются снова в U - объем 
н.евозвра~цающихся в U точек равен нулю **). 

*) Областью в пространстве называется такая его часть, кото" 
Рая вместе с каждой точкой содержит целиком и некоторый шарик 
с нентром в ней. 

**) Мы предполагаем, что множество невоэвращающихся точек 
11 Меет объем. 
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3 а м е ч а н и е. Усилением теоремы Пуанкаре служит ут­
верждение, что почти все точки области U возвращаются в U бес­
конечно много раз. На доказательстве зтоrо уснлення мы останав­
ливаться не будем. 

Рис. 3. 1 Рис. 3.2 

Д о к а з а т е п ь с т в о т е о р е м ы П у а н к а р е. 
Рассмотрим области U=T0 (U), T(U), T2 (U), T3 (U), .... 
Их бесконечно мноrо, все они имеют одинаковый ненулевой 
(по условию) объем и все содержатся внутри D. 

Если бы никакие две из них не пересекались, то суммар­
ный объем равнялся бы бесконечности, и тогда область D 
не имела бы конечного объема. Однако область D ограниче­
на t и поэтому какие-то две (по крайней мере) области Tk, U) 
и Tl (U) (k> l~ О) пересекаются, т. е. имеют общие точки . 
Но тогда пересекаются и области т-1 (Tk (U))=Tk-t (U) и 
т-t (Tl (U))=T0 (U)=U (рис. 3.2). Пусть у - произво.ль· 
ная точка пересечения областей тп (U) и U, где n=k-l. 
Так как каждая точка обпасти тп (U) получается из неко" 
торой точки области U в резупьтате действия преобразова­
ния тп (по определению записи тп (U)), то и точка у, ле" 
.жащая в тп (U), получается из некоторой точки хобласти U 
таким же способом: y=Tn (х). Но точка у одновременно ле" 
жит и в области U. Следовательно, точка х через п шагов 
вернупась опять в область U. Первая часть теоремы дока­
зана . 

Докажем вторую часть. Пусть V - множество невоз­
вращающихся в U точек . Тогда множества V, T(V), Т2 (V), 
T3(V), ... попарно не пересекаются. Действительно, если 
Tk (V) и Tl (V) пересекаются, то множество Tk-l(V) пе­
ресекается о V, а значит, некоторые точки из V вернулись 
снова в V, а тем самым и в область U - противоречие. По­
скольку полученных l\1ножеств бесконечно много и все они 
имеют одинаковый объем v, то, в силу ограниченности объе­
ма области D, число v не может быть отличным от нуля. 
Значит, объем множества V равен О. Доказательство теоре­
мы завершено. 
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Из теоремы Пу,_?нт{аре о возвращении мы получим ниже 
rfесколько интере~ных следствий. А пока что отметим, что 
из нее очень просто получается утверждение теоремы Я ко" 
би. Действительно, если Т - поворот окружности S1 на 

т 
уrол а, то при а. = 2n n (т и п целые) преобразование Tn -

тождественное и любая точках Е S1 через п шагов возвраща" 

етс.я в точности на свое место: тп (х)=х. Если же а =1= 2n !!!:.. 
п 

ни при каких целых т и п, то по теореме о возвращении 

z 

т "СХJ х 

' 
т п-l(х) 

Т(Х) 

т" -2(х) 
81 

Рис. З.З Рнс. З.4 

для любого е > О существует такое натуральное п, что 
1 тп (х)-х 1 <е (рис. 3"3) - следствие теоремы Я 1<оби по" 
лучено. Теперь остается лишь заметить, что все точки ок­
rужности равноправны, и если у - любая точка из окрест­
ности U точки х, то она снова вернется в эту же окрест" 
ность. Теорема Пуан1<аре предсказывает также возвраще­
ние в окрестность исходного положения шарика, движуще" 

rося без трения в несимметричной чашке (рис. 3"4). 
Появление теоремы Пуан1<аре о возвращении было сти-

u 

f\1улирова110 развитием классическои механики, которая 

на рубеже Х Х века приобрела практичес1<и завершенный ха­
рактер благодаря многочисленным выдающимся l\~1атемати­
ческим работам как самого Анри Пуанкаре, так и других 
J~у1атематиков (Лагранжа, Гамильтона, Лиувилля, Я коби 
н л р .) . Одним из осве)кающих моментов, в11есенных эти,1и 
Р~lботами в классическую механику, было понятие конфи­
гuрационного и фазового проотранств механической систе· 
мы. Коснемся коротко этих по11ят11й - они нам при годя r­
ся и при изучении бильярдов (см . часть IV). 

2. К о н ф и r у р а ц и о н н о е п р о с т р а н с Т· 
в о - это пространство конфигураций, т. е. возможных 
r:о"1ожений заданных объектов. Например, две точ1<и Х1 и 
Х2, движущиеся по прямой IR.1, можно задать о д н о й 
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изобра~~ающей или конфигурационной точкой х, но уже рис~ 
положенной на плоскости rR2; при этом первая координата 
точки х определяет положение на прямой R1 первой точки 

u 

Xi, а вторая координата - положение втором точки х2 
(рис. 3.5, а) . Три точки Xi, х2 , Хя на прямой R1 заменяются 
одной точкой х=(х1 , х2 , х3) трехмерного конфигурацио нного 
пространства (R3 (рис. 3.5, б) ; четыре точки х1, Х2, Хз. х4 
на прямой (R1 - одной точкой х= (xi, Х2, Хз, х4) четырехмер" 
наго конфигурационного пространства (R• и т" д. (Много­
мерное пространство можно пред,~тавлять себе как обычное 

Х3 
@ --~ 

, :&~ 
~ -f =(.z'1i'z) i1:5 r J--...... ~~v~ 

• &е2 1-+ а а ,' .xz 
0 Xt Х7 - -.11 ®. ;r;1 

Q 

а 6 

г 

Рис. З"5 

трехмерное, но со многими независимыми осями коорди· 

нат *); точка х= (xi:, .. ", хп) в нем имеет ri координат, т. е. 
столько, сколько имеется независимых осей. ) Увеличение 
числа объектов увеличивает и число измерений конфигур а· 
uионного пространства, так называемую рйЗJ,tернос11zь про­

странства (число независимых координат), или иначе, число 
степеней свободы~системы. Размерность конфигурационного 
пространства может быть увеличена и за счет увеличения 
размерности исходного пространства, в котором распо.ла­

гаются сами объекты" Например, две точки х= (xt , х2), 
у= (у1, у2 ) на плоскости IR.2 задают одну точку z=(x, у)= 
= (x~r, Х2, у1, У2) в четырех111ерном конфигурационно1У1 

•) См. в журн але «Квант» No 6 ва 1986 г. статью С. В. Дужина и 
В. Н. Рубпова «Четырехмерный куб» 1 в которой рассказывается о 
четырехмерном прос~рансrв~ rиперппоскостях и других мноrомер· 
ны11 объектах. 
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пространстве [R4 (рис. 3.5, в), а две точки х = (х1 , х2 , х3) 
п у= (у1, У2, Уз) в трехмерном пространстве (R3 зада1отся од-
1tой конфигурационной точкой z= (х, у) :::а (х1, х2 , х3 , у1, 
у2 , Уэ) в 6-мерно~1 пространстве R6 (рис. 3.5t г) . 

Часто на конфигурацию объектов накладываются 1<акие­
:1 ибо ограничения. Тогда совокупность конфигураций бу­
дет заполнять не все многомерное пространство, а лишь 

t1ro часть, и именно эта часть будет в этом случае называть­
ся конфигурационным пространством . Например, если точ­
ка х1 на прямой R1 не может обгонять точку х,, т. е. если 

Рис. 3.6 

Z2 
1 

о , @~ 
• • • + ...... 
.х, ;с2 о 

6 

всегда Xi~X2 , то конфигурационным пространством будет 
множество точек плоскости { (xi, х2 )}, удовлетворяющих 
УСЛОВИЮ Xi ~ Х2, Т. е. ПОЛУПЛОСКОСТЬ В ПЛОСКОСТИ 1(1 

(р1-1с . 3.6, а). Если же две точки Xi и х2 , двигаясь свободно 
на отрезке [О, 1 ], не могут покинуть его пределов, т. е. 
O~x1~l и O~x2~l, то конфигураuионным пространством 
будет множество точек {(xi, х2) }, заполняющих квадрат со 
ст роной 1 (рис. 3.6, б). 

Еще пример: предположим, что две точки х1 и Х2 дви" 
.>1<утся по прямой IR.1 так, что всегда Xi ~ х1 , но расстояние 

. между точками не превосходит 1 - точк~-1 связаны 1-1~растя ~ 
жимой (но гибкой) нитью длины 1. Тогда координаты 1<011-
фигурационной точки (x1t х1) удовлетворяют условия1'tt 
Х1 ~ х2 ~ xi+ 1 и поэтому конфигурационное пространство 
этой системы - наклоненная под углом 45Q полоса шири-
ной 1/V2. 
Чтобы показать разнообразие конф1'1гурационных про­

ст анств, приведем более экзотические примеры. Конфи-... 
rурационное пространство системы, сО\·тоящеи из движу-

щихс~ ПО ДВУМ ОКруЖНОСТЯМ S~ И S~ ТОЧеК Xt И Х2 - ЭТО МНО" 
>кество точек х= (.х1, х1) на двумерно.1rt торе - поверхно­
сти «бублика». Тором является и конфигурационное про­
странство «двойного маятника» - механической системы 
из двух связанных вращающихся стержней, изображенной 
на рио. 8.10 (см. § 8). Каждое положение двойного маят~ 
I Jнка задается парой углов '111, 'ф2, tiеняющихся независимо 
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друг от друга от О до 2n. Более подробно о ·торе рассказы" 
вается в§ В. 

Множество С упорядоченных пар точек (а, Ь), первая 
из которых принадлежит множеству А, а вторая - множест­
ву В, называется прямым произведенuеJrt множеств А и В: 
С=А Х В. Прямое произведение пространств (не являю­
щихся нульмерными-точка1'.tи)-это пространство большей 
размерности: IR.1 X rR2=rR3

7 IR.2 X IR2=1R.~ и т. д. Прямые 
произведения других множеств устроены более сложно: 
квадрат - прямое произведение двух отрезков, тор -
прямое произведение двух окружностей; бесконечный цu" 
линдр - прямое произведение прямой на окружность 
и т. д. *). 

Иногда только одно введение конфигурационного про­
странства позволяет решить довольно трудную задачу (эта 
популярная сейчас олимпиадная задача впервые была опуб­
ликована в 6-м выпуске серии «Математическое просвеще-
ние», 1961 г .). 

3 ад а ч а (Н. Н. Константинов). Из города А в город В 
ведут две дороги (рис. 3.7, а). Два велосипедиста, связанные 
веревкой длины, меньиtей 2а, могут проехать из города А 
в город В по разным дорогам, не разорвав веревки. Смогуп~ 
ли разАtинуп1ься, не столкнувиtись друг с другом, два тол­
стяка радиуса а каждый, идя один из города А в город В, 
а другой из города В в город А? 

Р е ш е lI и ~. Введем вдо~ь первой дороги координату 
о 

х1 , а вдоль второи дороги - коорди1-1ату х2 и рассмотрим 

конфигурацион11ую плоскость Ох1х2. Одновременное поло­
жение велосипедистов или толстяков изображается I<онфи­
гурационной точкой :-:= (Xi, Х2) этой плоскости. Одновремен· • 
ному движению по обеим дорогам соответствует движение 
конфигурационной точки х. Если дл11на первой дороги рав­
на 11, а второй - 12, то координата Xi меняется от О до l1, 
а Х2 - от О до l2i следовательно, J{онфигурационная точка 
обязана находиться в пря.м:оугольнике OKL1v1 (рис. 3.7, 6), 
который и является конфигураuионным пространством. 
Велосипедисты начинают двигаться из города А (точка О 
в конфигурационном пространстве), а заканчивают дв1Iже­
ние в городе В (вершина прямоугольника L). Значит, в 

~ конфигурационном пространстве движению велосипедистов 
соответствует траектория (кривая) а, идущая из О в L. 

•) Не следует думать. что конфигурационное пространство -­
всегда прямое проиsведение. Топопоrически оно может быть уст· 
роено сложнее: множество пар точек, находящихся на фиксиро· 
ванном расстоянии на сфере S!.- зто трехмерная сфера S3. 
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Аналогr1чно, движению толстяков будет соответствовать 
траектория ~. идущая из вершины М прямоугольника в 
вершину К. Очевидно, кривые а и~' находясь внутри пря 
моугольника ОК L1\1, пересекутся в какой-то точке х= 
= (х1 , х2) внутри него" В этой точке координаты велосипе­
дистов и толстяков одинаковы. Но это означает, что рас­
стояние между толстяками меньше 2а (ведь велосипедисты 

а'2 
f1..__ __ 

А 8 

о /( 1&1 о 
а 

Рнс. 3.7 

проехали это местоt не разорвав веревки!), а следователь­
но, толстяки обязательно столкнутся. Задача решена. 

Другиеt более естественнi>Iе примеры конфигурацион· 
u 

ных пространств появятся в следующих частях этои книги. 

При движении конфигурационной точки х возникает ее 
трае тория х (t), называемая конфигурационной траек1по­
рией или орбитой. 

3 а д а ч а. Что является конфиrурационным пространством 
а) круглого бильярда? б) трех точек прямой IR.1 , из которых первые 
две не обгоняют третьей? в) трех точек прямой IR.1, нз которых 
первая всегда левее второй, а вторая левее третьей? г) двух точеч­
ных планет, движущихся вокруг Солнца по окружностям? д) Ка­
кова размерность конфигурационного пространства девяти планет 
Солнечной системы (планеты считать точками)? 

О т в е т ы. а) Kpyr 1 в котором движется бильярдный шарик. 
б) Пересечение полупростраиств х1 -<:х9 и х2 <:х3 • в) Пересечение 
ПолупростраиСТВ Х1<:Х2 И Х2 <.ж'в. 1') Двумерный тор T2= S1 XS1• 

Д) 1+1+ ... +1=9. 
3. Фазовое пространство. Рассмотрим движение неко­

торой системы объектов - частиц, тел и т. n. Добавим к 
пространству конфигураций {х} этих объектов простран· 
ство их скоростей { 'V} (векторов), т. е. будем рассматривать 
ВСе зможные пары { (х, 'V)}. Полученное множество пар 
(х - положение, 'V - скорооть) называется фазовым прост­
Ранспюом системы, а изображающая систему точка (х, 'V) -
Фазовой ~почкой оистемы. Иными словами, фазовым прост­
Ранством называется множество всевозможных состояний 
движения системы. Например, если точка х на прямой R1 

Может двигаться по ней с произвольной скоростью 'V. то 
Фазовым nространсrвом будет плоокоопzь IR.~= { (х, 'V ) ) 
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(рис. 3.8, а); фазовым пространством д в у х точек на 
п р я м о й IR.1 будет четырехмерное пространспzво R• 
(рис. 3.8, б), а двух точек на п л о с к о с т и - 8-мер" 
ное пространство rR_в (поскольку у каждой точки по две коор" 
динаты положения и по две координаты скорости, итого 

4+4=В координат; рис. 3.8, в). 

ll. 

(о,, Vz) (w1, w2.) 

J.x?)rlJJ t=$ 
о~ 

fj 

Рис. З.8 

Процесс называется детерминированным, если весь его 
будущий ход и все его прошлое од но з н а ч но определя­
ются состоянием в настоящий момент" Такими процессами 
являются, например, процессы радиоактивного pacnaJIВ 

и размножения бактерий . Бывают и недетерминированные 
u 

процессы: таково движение частиц в квантовом механике 

(ни прошлое, ни будущее не определены настоящим одно" 
значно) или же распространения тепла (будущее определе­
но настоящим, а прошлое - нет). 

Кла.ссическая механика рассматривает движение систем, 
будущее и прошлое которых однозначно определяются 
начальными положениями и начальными скоростя?.rи ~эсех 

точек системы, т. е. рассматривает детерминированные пр<>" 

цессы. В 1<аждый момент времени t0 механическая спстема S 
находится в положении x (t0) и И1'1еет кон1\ретньrй вектор ско­
рости fJ {t0); фазовая точна этой системы (x(t0), ·v (/0)) пол· 
ностью и однозначно (детер~1ннированно) харантернзует 
эволюцию системы нак в прошлом, прн всех t<f0 , так п 1 
будущем, при всех t > t0• Зная одно--единственное сос10J1-
ние движения системы S (О)= (Х (t0), 0 (t0)) в момент ht 
можно однозначно определить состояния двнжсн11я это1 
системы сразу во все моментъ1 времепн: {S (t) }= { (z (t), 4l' (t)), 
-oo<t<oo }. Множество состояний движения {S (t)) ...-
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это множество в сех фазовых точек {x (t), fJ (t)}, которое 
носит название фазовой траектории. Таким образом , одна 
точка фазовой траектории однозначно определяет всю фа· 

30вую траекторию (р11с. 3.9). Если в 
Т'tfОt.1:ент времени to задать другое на­
чальное состояние движения системы 

S, т. е. взять другую начальную фа­
зовую точку (х' (to) , fl' (to)) , то и вся 
фазовая траектория {S' (t)}={x' (t), 
fJ' (t)} будет другой. Никакие две раз­
лич ые фазовьrе траектории не могут 
пе есекаться, так как в противном 

случае по фазовой точке их пересече­
Рис. 3.9 

ния (x(t1), fJ (t1)) нельзя было бы однозначно восстано­
ви две р а з н ы е фазовые точки (x(to), fJ (t0)) и (х' (t0), 

v' (to)). 

3 а д а ч а . Может ли фазовая траектор ия механической си­
стемы пересекать саму себя? Быть замкнутой? 

О т в е т. Не может. Может. 

ажио отличать состояние систелtы от с:остояния движе-­
ния: первое задается коордиt-tатами, второе - координаr 
тами и скоростями. Зная одни лишь координаты {x}t мы 

~ 

не можем предсказать далы1еишее движение системы, нu 

зная координаты {х} и скорости {fl } - можем. Предполо­
жение о том, что замкнутую с11стему можно описать хоть 

каким-то фазовым пространством и системой кривых в нем 
(иногда все вместе называют фазовым портретом) - это ма­
тематическое содержание классического принпи:па детер­

ми зма *). 
Рассмотрим теперь механическую систему S в момен1 

t=O. Она может находиться в этот момент в различных со· 
сто 1-1иях S1 (0), S2 (О), Ss (О), ... , которв1е задаются раз­
пич ыми фазовыми точками (Х1 (О), fJ1 (О)), (Х2 (О), fl2 (0)), 
(Хв (О), fJ 3 (О)), . . . Каждое начальное состояние систеrv1ы 
Si ~ ), т. е. каждая начальная фазовая точка (xl (О), fJ i (О)), 
в силу детермин11рованности, однозначно определяет в с ю 

•) Известен энамениtыl\ парадокс Зенона : летящая стрела и не 
nодви>кная стрела находятся в одном и том же месте nространс1nа; 
Че же отличается полет от неподвижности? Ответ состоит в том, 
чт идимое место стрелы - 9ТО всего лишь проекция х на про т· 
Ранство положеииl\ ее «истинного места» в пространстве пар (х. 'О): 
ОТ Фазового пространства остается только конфигурационное. lla 
Радокс Зенона можно истолковать как перву10 догадку о роли фа­
еового пространства. 
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фазовую траекторию {S1 (t)} в фазовом пространстве, так 
что для указанных начальных состояний системы S опреде­
лено сразу бесконечно много фазовых траекторий {S1 (t)}, 
{S2 (t) } , {S8 (t) }, ... (рис. 3.10). Преобразование, переводя­
rцее любую начальную фазовую точку (х(О), fJ (О)) в точку 
(Х (t), fJ (t)), называется фазовым преобразованием за время t, 
Т1, а множество всех преобразований {Т'} - фазовым по" 
током: каждая фазовая точка движется по своей фазовой 
кривой. 

В фазовом пространстве начальные состояния системы S 
могут занимать некоторую область U =U (О). В момент t 

v 

__... ___ {s,(t)} 
~~~f82(t-J} 

~,_.. [8k(t-)} 

1 

х 

Рис. 3.10 Рис. 3.11 

все точки области ut двигаясь каждая по своей фазовой 
траектории, оказываются в новых точках фазового прост· 
ранства и образуют новую область U (t) (рис. 3.11). Как свя· 
заны между собой области U (О) и U (t)? Оказывается, на 
этот счет для многих механических систем (в частности, для 
так называемых гамильтоновых систем) справедл ~=1ва сле­
дующая замечательная теорема. 

Т е о р е м а Л и у в и п л я. Об?Jемы обласпtей U (О) 
и U (t) одинаковы. 

В дальнейшем будут рассматриваться системы, для ко· 
торых утверждение теоремы Лиувилля будет выпол няться. 
Исходя из этой теоремы, все фазовое пространство можно 
представлять себе заполненной несжимаемой жидкостью, 
которая движется в фазовом пространстве (несжимаемость 
и оз11ачает сохранение объемов). Разберем два пр имера 
л.виже1Iия такой «фазовой жидI{ОСТИ». 
Пр им ер 1. Исследуем, как меняются состоя ния де· 

вяти планет Солнечной системы. Для простоты будем сч11j 
ать что каждая иэ них представляет собой точку массь1 

и движется вокруг Солн1.1а по своей окружности, не влияя 
на остальные планеты . Тогда фазовым пространством это~ 
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си темы является 54-мерное пространство IR.~ 4 , поскольку 
у к кдой планеты три пространственные координаты (они 
выделяют 3 Х 9=27-мер ное конф11гурационное пространство 
IR27) и три коорди:наты вектора скорости (они выделяют ЗХ 
х9=27-мерное пространство скоростей). Однако поскольку 
каждая планета с номером k (планеты нумеруются в порядке 
удаления от Солнца) движется по окру}кности, то ее про­
странственные координаты (х1 • k, х2 • k, Х3 , k) удовлетворяют 
условию Xi, k+x~. k+~. k=R:, где Rk-радиус орбиты k-й 
пла еты, и поэтому конфигурационная точка х. изображаю­
щая положени:е всех девяти планет, движется не по всему 

27-мерному пространству , а лишь по его ограниченной час­
ти-так называемому9-мерномутору lГ9 = S1 xS1 x ... xS1 

'--~--9 раз 
(о торе cl\t. далее главы З- и 8). Кроме того, абсолютная ве-
личи на (модуль) скорости каждой планеты постоянна: 

lvkJ=Vvk. 1+vl. 2+v~,2 =const, k=l, 2, ... , 9. Каждое 
из этих девяти равенств задает двумерную сферу, а все ра­
венства вместе выделяют в 27-мер ном пространстве скоро­
сте 0 ограниченную часть - 1 8-мерное «многообразие» 

мr1s=s2xs2x ... xs2 . 
.....__~ __ " 

9 раз 
итоге в фазовом пространстве IR.54 выделяется некото-

рое ограниченное 9+ 18=27-мерное м11ожество D=-= irux 
1 

Х МI18 , переходящее под действием фазового потока Т в 
себя: T(D)=D. Если (х(О) : 'V (О))ЕD-фазовая точка 
для обозначения состояния Солнечной систеl'дЫ в момент 
t=O и U - ее произвольная окрестность, т. е. множество 
всех близких по координатам и скоростям положений пла­
нет лнечной системы, то И - область в D, объем которой 
под ействием преобразования Т не меняется: объем 
Т(V)=объем U потеоремеЛ11увилля. Мы пришли к услови ­
ям теоремы Пуанкаре о возвращении и можем заключить 
Из нее, что через некоторое время все планеп~ы окажутся 
вблизи своих начальных положений и будут шtеть прибли­
зительно начальнь~е скорости: при некотором п точка 
Tn(x(O), v (О)) будет лежать в той же окрестности U, что и 
начальная фазовая точка (х(О), v (О)). 
Друг11м эамечательным примером дв11жен11я несжиIV1ае­

Мой фазовой жидкости, обсуждением которого мы и заклю­
чим этот параграф, служит следующая динамическая с11сте­
ма, имеющая уже некоторое отношение к бильярдам . 

n р и м ер 2*. Возьмем два сосуда, ОДИН (А), напол­
ненный газом, другой (В) пустой. Что произойдет. если эти 
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сосуды соед11нить трубкой и открыть клапан соединитель­
ной трубки? 

В соответствии со вторы~1 началом термодинамики газ 
устремится из сосуда А в сосуд В и будет перетекать и:з А 
в В, пока давление в обоих сосудах не сравняется. Однако 

" мы сеичас рассмотрим эту же ситуацию совершенно с дру-

rой точки зрения, при этом привлечем теоре~1у Пуанкаре 
u 

о возвращен11и и получим совершеI1но неожиданныи ре· 

зультатl 
В статистической ~1еханике считается, что газ в сосуде 

состоит из большого числа молекул, взаимодействующих 
по законам классической механики. Такой газ является 
замкнутой (гамильтоновой) системой с больш11м числом 

Рис. З. 12 

степеней свободы, и поэтому Фа· 
о 

зовое пространство этои системы 

имеет очень большую размерносrь 
(как известно, в кубическом санти­
метре при пор~1альных условиях 

содержится приблизительно 1023 

молекул) . Фазовый поток, опреде-
v 

ляемыи уравнениями движени:я мо-

лекул газа, по теореме Лиувилля 
не меняет объеf\~ов областей фазо-
вого пространства. А тогда при­

мен11ма теорема Пуанкаре: фазовая точка подходит с тече­
нием времени скол~ угодно близко к своему начальному 
состоян11ю, такому, при котором все молекулы газа пе­

рейдут опять в сосуд А (рис. 3.12). 
Итак, через некоторое время газ снова соберется в сосу­

де А, а в сосуде В вновь будет вакуум. Возникает явное 
противореч11е со вторым началом термодинаl\1ики: из него 

следует, что газ соберется снова в сосуде А с вероятностью 
О, а теорема Пуанкаре утверждает, что - с вероятностью 11 

Это противореч11е носит название парадокса Цер"иеАО, 
по имен11 математика, придумавшего его в связи с дискус­

сией между физиками по обоснованию тер~1одинамики с по­
зиций молекулярно-кинетической теории. Разгадr<а пар 
докса состоит в том, что «некоторое время», через которое 
повторится исходное (вернее, почти исходное) положение 
молекул газа, больше времени существования Солнечной 
системы. 

Указанную разгадку наглядно интерпретировали в 
1907 году известные физики Пауль и Татьяна ЭренфесТli 
на простой и красивой вероятностной модели. Сосуд А со­
держит большое количество пронумерованных шаров (смо-
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лекул газа»), а сосуд В пуст. Из третьего сосуда, наполнен­
ного пронумерованными билетиками, вынимается наугад 
один (скажем 1 7-й), и тогда шар, отмеченный этим номером, 
перекладывается из А в В. Билет11к возвращается обратно 
и возобновляется выниман11е билет11ков 1-1 перекладывание 
шаров из сосуда в сосуд. Каждый раз, вын11мая наугад 
какой-то номер от 1 до N (N - общее первоначальное чис­
л шаров в сосуде А), шар с этим номером перекладывают 
из того сосуда, в котором он находится в этот момент. в дру­

гой (рис. 3.13). 

- ;::;: - ~ - ':./ - --: --::: - -. - ....... - _..,._ 
-~ - -- -- -- _,,,,. - ....... 

Рис. 3.13 

Интуиция подсказывает нам, что до тех пор, пока в со­
су е А шаров намного больше, чем в сосуде В, вероятность 
того, что мы вынем номер, принадлежащий шару из сосуда 
А, будет заметно больше вероятносrи того, что мы вынеf\~1 но· 
мер принадлежащий шару из сосуда В. Таким образом, 
в ачале будет наблюдаться сильный «переток» шаров из 
сосуда А в сосуд В. Продолжая вынимать билетики, мы за­
мет11м, что вероятность вытягивания номера шара из сосу­

да А будет меняться в завис11мости от предыдущих вынима" 
ний билетиков. (Эта форма зависимости вероятност11 от 
npe шествующих событ11й носит назван11е цепи Маркова, 
и модел11, которую мы рассматриваем, все имеющие к 
этому отношение факты могут быть строго 11 точно выведе" 
ны.) Оказывается, что в среднем число шаров в сосуде А 
будет в действительности убывать с той скоростью, котор}'Ю 
и предсказывает термодинамическая теория, пока пример­
но пол о в и на шаров не окажется в сосуде В. Но вы­
числения показывают также, что если игру продолжать 
достаточно долго, то с вероятностью 1 все шары попадут на" 
зад в сосуд А, как и утверждает теорема Пуанкаре! 

С1<олько же выниманий в среднем требуется, чтобы вер­
нуться снова к этому исходному положению? Ответ гла ... 
сит -- 2N, а это исключительно большое число, даже если 
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количество шаров N не превосходит 100. Эт11м и объясня" 
ется, почему наблюден11я, которые мы производим, дают нам 
движение шаров только в одном направлении без каких. 
либо осцилляций - мы слишком недолго ждали! 

Для экспериментальной проверки теоретических под­
счетов игру Эренфестов провели на ЭВМ. Начали с 16 384 
шаров в сосуде А, и каждый «прогон» состоял из 200 ООО вы­
ниманий. Была вычерчена кривая, даюшая число шаров в 
сосуде А по результатам каждой тысячи вын1-1маний 

• 

• 

• 

• 
• акспоненциольное уёь1Воние чuсло шоро6 

~·· .. / .. ······ ...... .. ." .... ". . ···················-···· ".". . ................ " ..... ". .." ... ······· 
Рис. 3. 14 

(рис. 3.14). Как и ожидалось, убыван11е числа шаров в со­
су де А сначалn происходило по экспоненuиальной кривой. 
Но, начиная со значения, близкого к положению равнове­
сия (т. е. к 8192 - половине общего числа шаров), кривая 

u 

стала неровнои, произвольно отклоняясь то вверх, то вниз. 

Прокомментируем парадокс Цермело еще и с бильярд­
ных позиций. Рассмотрим для этого прямоугольный би­
льярдный стол без луз, на котором нахо.цятся 16 бильярд­
НLIХ шаров. Предположим, что эт11 шары. как и молекулы 
газа в сосуде, движутся без трения по поверхности бильярд­
ного стола, сталкиваясь упруго друг с другом и с его бор· 
том . Мысленно разделим весь стол на две равные части -­
левую (А) и правую (В) . Введеl\1 понятие с о с т о я н и й . 

u 

Бильярд находится в состоянии О, если в пределах лево11 
половины нет ни одного шара; в состоянии 1, если в преде· 
лах левой половины находится 1 шар; в состоянии 2, если 
в прел.елах левой половины находятся 2 шара, и т. д.; в 
состоянии 16, если в полов1111е А собрались все 16 шаров. 

Заметим теперь, что состояния О и 16 могут быть реалн· 
.:Jованы е л. и н с т в е н н ы м способом: когда все rпарЬ1 
находятся справа или когда все он11 находятся слева. Со­
l:тоя ния l и 15 l\tогут быть реализованы 16-ю раэл ичнымli 
способами: первый шар находится слева, остальные - cnP8" 
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ва; второи шар находится слева, остальные - справа и 

т" д. Для подсчета чи:сла способов, которыми могут быть реа­
дизованы состоя ния 2 и 14, будем рассуждать так" Имеется 
15 способов, в которых участвует шар номер 1, а именно: 
слева (справа) находятся шары J и 2, 1 и 3, ... , 1 и 16; 
14 способовt в которых участвует шар номер 2: это шары 
2 и 3, 2 и 4, ... , 2 и 16 (способ «2 11 1» уже учтен в предыду­
щем случае); 13 способов с участием шара номер 3: это шары 
3 4, 3 и 5, " .. , 311 16; и так далее. Всего получаем 15+ 14+ 
+ .. "+2+ 1=120 способов . Количество способов, которы­
ми может быть реализовано каждое состояние, назовем 
его «весоМ». Сведем «веса» в таблицу. 

Состояния 
Количество способов 
реапиза11ии (свес») 

о и 16 1 
О и 15 16 
2 и 14 120 
3 и 13 560 
4 и 12 1820 
5 и 11 4368 
6 и 10 8008 
7 и 9 11 440 

8 12870 

Из таблицы в11дно, что на11больш11м числом способов 
могут быть реализованы состояния 7, 8 и 9, т" е. состояния, 
когда примерно половина шаров расположена на левой 

половине бильярдаt а другая полов11на - на правой. Для 
кmкдого отдельного шара нет никаких оснований выделять 
преимущественную область его пребывания. С тем же ус­
пехом мы можем утверждать, что нет никаких оснований 
предпочесть одну какую-либо конфигураuию расположения 
другой. А тогда, какова бы ни была эта конфигурация, 
Ран или поздно она реализj1ется, а средний промежуто1< 
времен11, в течение которого на бильярдном столе имее1 
место данная конфигураuия, одинаков для всех конфигура -· 
чий. Каждый из рассмотренных выше способов представля ­
ет частный случай конф11гураuии. Следовательно, средний 
промеll<уто1< времени, в течение которого бильярд находит­
ся Б данном состоянии, пропорuионален количеству спо­
с~nов, которыми реаJ1изуется данное состояние. Поэтому 
больu1ую часть времени бильярдный стол проводит в сос· 
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стаях 7, 8, 9 (примерно в 12 тысяч раз большую, чем в со­
стояниях о и 16). 

Можно рассу>кдать и иначе. Если, бросив взгляд на 
бильярдный стол, мы застали ero в состоянии О или 1 (15 
или 16), у нас есть все основания ожидать, что в скором вре. 
мени на смену этому состоя нию придет какое-нибудь более 
часто встречающееся (аналог выравнивания давления в при­
мере с сосудами А и В с газом). Наоборот, если мы застаем 
стол в состоя нии 7, 8 или 9, у нас есть все основания считать, 
что еще в течение достаточно долгого времени он будет пре· 
бывать в этом состоянии. Можно сказатьt что «состояние 
бильярда стремится к состоян11ям 7, В или 9». Эrо верно в 

u 

том смысле, что деиствительно на смену редко встречаю-

щимся состояниям быстро приходят часто встречающнеся 
состояния. 

Состояния, введенные выше, Иl\1еют и определенный фи­
зический смысл" Заметим, что общая масса шаров, распо­
ложенных, скажем, в левой половине бильярда, равна массе 
одного шара, умноженной на номер состоя ния " С этих по-­
зиций можно сказать, что большую часть времени бильярд· 
ная система проводит в таком состоянии, когда масса ша­

ров, расположенных слева, примерно равна массе шаров 

справа . 

Мы специально потратили так много времени, чтобы чи­
татель смог до конца понять и как следует прочувствовать 

следующее обстоятельство. Единственно реально наблю­
даемое на поверхности стола ф11зическое явление - это то, 
что шары двигаются, сталкиваются друг с другом и с бортом 
стола, и вследствие этого описывают весьма сложные траек­

тории. Все остальное есть лишь различные способы описа· 
ния этого обстоятельства 11, возможно, разл11чные его след· 
ствия. Обнаруженные нами закономерности выполняются 
тем точнее, чем больше имеется шаров (или молекул газа в 
сосуде). Например , для 16 шаров средний промежутои 
времени, в течен11е которого стол будет находиться в одном 
из «средних» состояний, составляет пр11мерно 0,328 от пол· 
ного времени наблюдения, для 50 шаров - уже 0,8, для 
100 шаров - Ot94, ну а для 1028 молекул газа в сосуде оно 
неотличимо от 1 (вспомним, что для газа из такого числа 
моле1<ул фазовое пространство 6· 1023-мерноl). 

Тем самым решение парадокса Цермело становится поп· 
ностью прозрачным: система молекул стремится к состоя· 
нию с наибольшим «весом», а состояние с наименьшим воз· 
можным ((весом», хотя обязательно и реализуется - оо 
теореме Пуанкаре,- но в среднем это происходит ничтожно 
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редко. Kar< остроумно ответил вел икий физик Л. Больцман 
на возражения Цермело, связанные с теоремой Пуа н1<аре: 
«долго же Вам придется ждать!» 

З а д а ч а*. Доказать, что если между бпльярднымн шарами 
на прямоуrольном столе произошел хотя бы один удар, то эа бес­
конечное врем я их произойдет бесконечно мноrо. У к а з а н и е. 
Достаточно доказать , что в системе произойдет еще хотя бы один 
удар (не обязательно между теми же шарами). Если состояние 
системы «типичное»t то по теореме Пуанкаре система вернется в 

~ d 
близкое к исходному состояние, и нужнъ1и нам удар произоидет. 

Но да>ке и в «исключительном» состоянии системы произойдет 
второй удар, так как рассматриваемую задачу можно свести к 
движению точки на торе (см. части 11-IV), траектория которой -
либо периодичfская (и тоrда система возвращается в точности в 
исходное состояние), либо всюду плотна (11 тогда систе!\~а прихо­
дит в близкое состояние). 



Глава 2 

БИЛЬЯРД В ЭЛЛИПСЕ 

Нельзя отрицать. что буквально с первого взгляда круr при. 

впекает нао своей простотой, однако даже самому коисерва" 

тивному астроному достаточно пншь мимо;1етиого sнакомства 

с эллипсом, чтобы убедиться в том. что идеальная простота 

круга сродни бессмысленной улыбке идиота . По сравнению 
со сведениями" которые несет эппипс, круг не дает ничеrо. 

Возможно, рассчиты.ва.s~ иа физическую простоту Вселенной. 

мы тоже мыспнм окружностями, проецируя свое элементар­

ное мышление на бесконечно запутанный окружающий мнр ••. 

Э. БелА. 

Математика- царнца и служанка науки 

Стоп не выстлан сукном. 

Кий изогнут крюком, 

И шары все на зппиnс nохожиl 

Позма сМ икадо» 

§ 4. Эллипс и его бильярдные 
сиойства. Кауст11ки 

. 
Хорошо 11звестна задача о нахождении на за-

данной прямой l такой точки М. для которо11 сумма расстоя· 
ний до двух заданных точек А и В. лежащих по одну сторо­

А 

в 

Lf =LZ 

ну от прямой l,- наименьшая. 
Искомой будет точка М пересече· 
ния отрезка А 1В с прнrv1ой l, где 
Ai - точка, симметричная точ1<е А 
относительно прямой l (рис. 4.1). 
Действительно, АМ+МВ=А1М+ 
+МВ=А1В, тогда как для любой 
другой точки М' на пряf\tОЙ l 

Рис. 4.1 имеем 

АМ' + М'В = А1М' +М'В > AiB, 
что вытекает иэ неравенства треугольника (для Д AiM' В) 
Следовательно, АМ'+М'В>АМ+МВ. 
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И хотя эта задача настолько популярна, что без нее прак­
тически не обходится ни одно обсуждение задач на макси· 
rv1yм и минимум *), мы при.зели ее здесь потому, что она 
п лужит нам необходимым трамплином при нахождении 
(1налогичной точки М на произвольной кривой ; при исследо· 
вании этой общей задачи мы сра-
2.У же столкнемся с необходи­
мостью использовать понятие 

Е 

эллипса и его бильярдные свой- Ctr::-t~---.;;...~;.__.;~~~o 
ства. 

Какое же отношение рассмот­
ренная задача имеет к эллипсу, 

rип рболе или же другой кри­
Рой? И при чем здесь бильярд? 

н 

Рис. 4.2 

Впрочем. на последний вопрос ответить просто. Взгля­
нем еще раз на рис. 4.1: Ll = LЗ, а так как, кроме того, 
L2= LЗ (как вертикальные углы, ведь AiMB - прямая!). 
имеем L l = L2. Спедовательно, точка М на прямой l об­
ладает тем l:ВОйством, что АМ и ВМ являются звеньями 
одной бильярдной траектории: эти звенья образуют равные 
угльt с «зеркалом» l (угол падения равен углу отражения). 

от теперь мы достаточно «вооружены» для рассмотрения 

первого бильярдного, или оптического, свойства эллипса . 
Но прежде чем обсуждать его, поговорим о самом эллипсе 

u u 

и его простеиших геометрических своиствах. 

Определение. Эллипсом называется множество 
точек М на плоскости, для которых сумма расстояний до 
двух фиксированных точек F1 и F2 этой плоскости - вели­
чина постоянная (рис. 4.2): 

F1M +F2M =coлst. 
3 ад а ч а 4. 1. Можно пи в эллипс вписать правильный много­

угольник? Если можно, то сколько сторон он может и~·~еть? 
От в е т. Можно вписать только правильный треугольник и 

квадра1, поскольку вписанный правильный многоугольник впи­
ан одноnременно и в окружность, пересекающуюся с эллипсом не 

более чel\·I в четырех точках - вершинах многоугольника. 

На рис. 4.3 показано, как h1ожно начертить эллипс на 
" 
О\'маге. llоложим лист бумаги на чертежную доску и прико-
JJём к ему две 1<нопки или булавк1I. Напросив на них ни­
тяное кольцо, длина которого должна быть больше удвоен­
ного расстояния между кнопками, натянем нить остриеrv1 

*) См., например , недавно вышедшую в серии «Библиотечка 
'l<вант» книгу В . М. Тихомирова «Рассказы о максимумах и миниму­
мах» { ., 1986), а также книгу Н. Б. Васильева и В. Л. Гутенма­
лера '('Л ямые и кр ивые» (М .• 1978) . 
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1<арандаша, чтобы получился треугольник FiMF2 " ECJiи 
вести карандаш по бумаге так, чтобы нить все время оста-
-лась натянутой, то треугольник будет деформироваться 

но его периметр будет оставаться постоянным. Постояв: 
ной будет и длина стороны F 1F 2; следовательно F 1М + F 2М = 
=const и карандаш опишет эллипс. (Этот способ вычерчи 
ва ния эллипса используrот садовники при изготовлении цве" 

точных эллиптических клумб. только они вместо кнопок 
втыкают в землю два колышка, натягивают кольцо из ве" 

ревки, а сам эллипс вычерчивают на земле не карандашом, 
" а палкои с острым кон" 

цом. Аналогичным спо. 
собом действовали древ­
ние этруски, рисуя слож­

ные овалы - разгадку 

способа рисования пред" 
ложил великий физик 

ось . Максвелл, и с тех пор 
они называются «овала­

ми Максвелла».) 
Точки F1 и F2 носят 

Рис. 4.3 названия фокусов эллип-
са (от латинского fo­

cus - очаг *)); середина О отрезка FiF2 (линии фоку­
сов) - центр элли1Wl1.; отрезки CD и ЕН, первый из 
которых - продолжение пинии фокусов, а второй перпен· 
дикулярен ему и проходит через uентр О эллипса (рис. 4.2), 
называются осями эллипоа, и если CD~EH, то CD - боль· 
шйя ось, а ЕН - малая; половины этих ocei1, т. е. отрез· 
ки OD, ОС и ОЕ, ОН называются полуосями, соответственно. 
большой и ~~алой; отношение расстояния от фокуса до uент· 
ра к большой полуоси, т. е. число OFilOC (или Of o/OD), 
равное так>ке отношению F1F2 к большой оси CD, характе­
ризует «сплюснутость» эллипса и называется его аксцентри· 

сuтетом При совпадении фокусов эксцентриситет равен 
нул10 и эллипс превращается в окружность. 

Обозначив большую полуось буквой а (OC= OD=a), 
малую - буI<вой Ь (ОЕ=ОН=Ь) , половину длины отрезка 
фокусов FiF2 - буквой о (OF1=0F2=112F1F2=0) и эксцент­
риситет - буквой е (OF1IOC=OF2/0D=e), найдем связь 
ме>кдУ этими величинами . Соединив для этого точку Е ~ 
фокусами, получим равнобедренный треугольник F1Ef 1 

(рис . 4.2). Найдем его стороны. 

*) По причине, которая бf 11ет ясна 11апьwе, 
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Поскольку для любой точки М эллипса FiM+F2M = 
=const, то, взяв в качестве М точку D - правый конеu 

u 

большои полуоси элл11пса, получим 

F1C=F2D, F1D+F2D=const, F1D=F10+a, 
nоэтому 

F1D+F2D=a +(F10+F1C) = a+a=2a 

Итак, const=2a. Тогда для 6,F1EF2 имеем F1E+EF2 =2a, а 
поскольку F1E=-EF2 , то F1E=EF2 =a. А теперь рассмотрим 
прямоугольный треугольник FiOE с катетами ЕО=Ь, OFi=c 
и гипотенузой EF1=a. Из него с=Vа~-ь~, Ь= Va2 -c2, 

а эксцентриситет эллипса равен 

с У а-2---ь-а 
е- - . 
-с;- а ' 

отсюда с= ае и Ь= V а2-(ае)2 = а Vl -е2 • 
3 ад а ч а 4.2. В эллипсе с большой полуосью 10 см и эксцент­

риситетом 0,1 вычислить, во сколько раз расстояине между фокусом 
to 

и центром превосходит разность полуосеи. 

О т в е т. В 20 раз (= 1 см : О.5 мм). 

3 а м е ч а н и е. Эллипс с нулевым эксцентриситетt1М -
это окружность, а с малым (е~О) - очень похож на окруж­
ность . Если расстояние фокуса от центра - первого поряд-

u 

ка малости, то различие полуосеи - второго порядка : 

br= а V 1-е2 ~а (1- 1/ 2 е2 ) *).Известно, что орбитъ1 планет 
Солнечной системы являются эллипсами с очень малыми 
эксцентриситетами (порядка 0,001), 
в фо1<усе которых находится Солнце. 

Вернемся к первому бильярдному 
(оптическому) свойству эллипса" Возь­
Меf\л на эллипсе с фокусами F1 и F ~ 
произвольную точку М {рис. 4.4). 
для любой точки N на эллипсе спра· 
ведливо равенство 

F1N + F2N = F1M + F2M, 
Рис. 4.4 

а для точки N, лежащей внутри эллипса, сумма F1N+F2N 
trJеньше, чем F1M+F2M. Построим прямую l. проходящую 
Через точку М и образующую равные углы с отрезками 
F1M и F2M: LI= L2. Если теперь М' - произвольная 
rочка прямой l , отличная от М ~ то 

F1M' + F2M' > F1M + F2M, 

•) Пря малых • }'"1 +х ~ 1 +1/2 ». 
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как это было выяснено в начале параграфа. Следовательно 
точка М' лежит в н е эллипса. • 

Мы получили, что прямая l имеет толь к о одну 
общую точку с эллипсом - точку М; все же остальные точ ... 
ки прямой l расположены в н е эллипса. Такую прямую 
называют касательной. Таким образом, справедливо 

У т в е р ж д е н и е 1 (первое бильярдное своl1ство 
эллипса) . Касательная к эллипсу, проведенная в его произ­
вольной точке М, образует равные углы с отрезка.ми FiM 
и F2 A1, соединяющими оба фокуса с этой точкой. 

Из первого бильярдного свойства эллипса вытекает сра­
зу, что как бы мы ни выпустили бильярдный шар 11э одно­
го фокуса, он после одного отражения от эллипса (от борта 
стола) пройдет через второй фокус, после второго отраже­
ния - опять через первый фокус и та1< далее . 

Знаменитыl1 Льюис Кэрролл написал небольшую КНИ>l<· 
ку и об эллиптическом бильярдном столе. В одиннадцатом 
издании Британскоi'1 энциклопедии в примечании к статье 
о бильярде написано: «В 1907 г. в Англии для разнообразия 
введен овальный стол». Однако ни у этого, ни у бильярдноrо 
стола Льюиса Кэрролла луз не было. Только в 1964 r 
Эдвин Э . Робинсон получил патент на круглый бильярдный 
стол с четырьмя лузами. Тогда же в США появилась при· 
думанная Артуром Фриrо игра «Эллиптипул», в которой 
луза располагалась в одном из фокусов эллиптического 
стола. На таком столе, ударяя шары о борт, можно все вре· 
мя выигрывать. 

Теперь мы можем дать иную интерпретацию решения за­
дачи о нахождении точки М на прямой l , реализующей мини· 

мум суммы АМ+вм для заданных 
точек А и В (рио. 4.1): та точка М 
на прямой l являетоя искомой, в копw· 
рой один из вллипсов о фокусами А и В 

6 касаетоя втой прямой (все такие ал· 
--....~...______ лиtWы 1ШЗываютоя софокусными). 

Рис. 4.5 

В точности то же решение полу· 
чится, если прямую l заменить про· 
извольной кривой ~· Сформулируем 

u 

точныи вопрос. 

В о п р о о. Дана кривая у и две точки А и В по одну с1по­
рону от нее (р11с. 4.5)~ Как найти на кривой 1' точку М та· 
кую, чтобысуммарасстоянийАМ+ВМ была (средu всехвоз· 
можных) минимальной. . . или максимальной? 

Мы оставляем читателю возмо>кность самому пораэмыJJJ· 
-. 
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лять над этиl\1 вопросо~1, полнын ответ на 1\оторыи отложим 

до § 6. 
Остановимся не ного на некоторых оптичесI{ПХ интер­

пр тациях первого бильярдного сво:йства эллипса. Предпо ... 
л жпl\1, что эллипс представляет собой «зеркальную» кри-

u 

вую, т которои луч света отражается по закону «угол па-

де t1Я равен углу отражения». Если в одн 11з фокусов 
та ого зеркального эл.пипса помещен точечный источни1< 

св та, то после отражения от стенок эллипса в с е лучи 

проlдут через второй фокус. Описанное явление можно 

СоI111це 
~~~ 

Земля 

а 

Рис. 4.6 

11а Лiодать реа"'Iьно, в трех!\1ерноl\~ пространстве. Для это ... 
го нyif<HO взять поверхн<.)сть, получающу1ося вращение!\~ эл­

лп а вокруг пряl\·1ой F1F 2 , сое;~иня1ощей его фокусы,­
он называется аллuпсоидом враlltения,- покрыть ее из­
нутри рка"'IЬНЬ м слоем, а в ОДНО~I из фокусов ПО.ГVIССТИТЬ 
то чны~1 источник света (<(солнце»)" Тогда наблюдатель. 
на г~лщийся внутр11 эллипсоида, увидит д в а «солнца». 
В -~ом деле, обратив взгляд к пepвol\ity фои:усу, набл1ода-
те непосредственно увидит разl\.1ещенное 1 ам <(солнце». 

Но и, r1осмотрев в наuравлении второго фокуса (где в дей­
ств тельности ничего Н(\1'), 011 та1<же увидит «солнце» 
(р. · 4.6, а). 1-I ка1< бы ни перем~п~ался наблюдатель внут­
ри зер 1(альноrо эллипrо11Jtа, на него почти везде будут све­
тить два «солнца». 

Но вот наблюдатель, находящийся внутри зерка.пьног<.) 
элл псоида, решил принять меры, которые избавят его от 
«мн ого солнца», и поrv1естил во втором фо1<усе не.большое 
Неп озрачное тело («ЭI<ран»), преграждающее путь отра­
>ке ным лучам. Результат 01\азывается несколько неоzки­
данным: теперь все лучи, всходящие от «солнца» F1, после 
отра>нения от стенок зер1<ального эллипсоида собираются 
(«q1окусируются») на ЭI{ране F2 , и это rvioжeт вызвать ин­
тенс вный его разогрев" На11ример, поместив в сj)окус F1 
tорящую свечу, можно з~if<ечь бумажку, находящуюся во 
Втор м фо1<усе. За!\1етьте, что для фокуспровки не обяза-
! 
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тсльно иметь neJiыii зерка.nьный эллипсоид, достаточ110 ис­
пользовать лишь часть его поверхности *). 

А что увидит «несгораемый» наблюдатель, оказавш11йся 
во втором фокусе F ~ эллипсоида, если в первый ero фо1(ус Ft 
помест11ть источник света? Вс пучи, выходящие из F1 
и отражающиеся от эллипсоида, попадают в точку F2; та­
ким образом, для наблюдателя в F 2 весь эллипсоид будет све­
титься. 

Если изготовить зеркальныf1 эллиптический отража-
тель, в одном из фокусов которого находится Солнпе (нас­
тоящее!), а в другом - котел с водой, то можно добиться 
кипения воды в котле за счет сфокусированного отража­
телем излучения Солнца. Удивительного в этом ничеrо 
нет: ведь отражатель имеет большую площадь и со всей его 
поверхности солнечная энергия направляется на обогрев 
котла. Такие солнечные установки уже сеf1час имеют не­
которое применение. А в будущем может быть удастся, 
построив огромный зерка.1\ьный отражатель (в форме час­
ти эллипсоида, рис. 4.6, 6), использовать энерги10 тех лу­
чей, которые проходят мимо Земли? 

Отмети:м: еще, что фокальное свойство эллипса использу­
ется для аттракционов. В CtlIA имеются знаменитые «щеn· 
чущие галереlI», которые предстаВJiяют собой помещения с 
эллипсоидальными потолками. Наиболее известна шепчу· 
щая галерея в Скульптур ном зале Капитолия, без посеще­
ния которой не обходится ни одна экскурсия. Прекрасная 
комната шепотов, правда меньшего размера, имеется У 

входа в бар в нпж ем таже Центрального вокзала в Нью­
Йорке. Двое людей, стоящих там лицом к стене в диаго­
нально противоположных углах квадратной площадки, 
хорошо слышат друг друга, даже когда на пло1цадке тол­

пятся люди**). Аналогичный эффект наблюдается в Доме 
коf\.1позиторов в Дилижане (СССР) . Впервые теория эффекта 
«шепчущих галерей» была предложена известным физиком 
лордом О. Н. Рэлеем в его статье 1910 г. «Проблема шеп· 
чущей галереи» и в его классической книге «Теория звука». 

З а д а ч а 4.3. Возьмем вырезанный из бумаги круг 1 поставям 
na не1\.1 точку А в любом местеt от.личном от центра, и cлoЖIIJ\·i к~уr 
так, чтобы т чка А совпала с какой-либо точкой окружности. Ра­
эогнем листок и снова соrне~1, совместив точку А уже с дpyroil 
точкой окружности. Докажите, что если етот бумажный крУI' 

*) Поэтому фокус и называется фокусом - nо-латы1JИ focus _.. 
по очаг. 

**) Отметим, что еффект «шепчущих галерей» был известен eine 
1J древнем I\итае (свидетельством чему являются оста.тки стен, rJJ.e 
S'Joт эффект хорошо проявляется). 
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перегибать так, чтобы его край все врем я nроход1 л через точку А, 
то огибаю1дая линия сгиба будет эллнпсо , (рис. 4.7). 

Ре ш е н и е. Обозначим буквой О центр круга. Пусть круг 
сгибается no прямой ХУ; на точку А поп дает точка В края круга i 
при этом АВ1-ХУ и прямая ХУ делит отрезок АВ пополам . Обо­
значим буквой С точку пересеч ния прямых ХУ и ОВ (р ис . 4. 7. б). 
Тогда АС= ВС, поэтому OC-l-AC= OC+CB= R, где R - радиус 
окружности. Следовательно, при л1обо сгибе круга сумма ос+ АС 

(! 

Рис. 4.7 

постоянна и равна его радиусу. Следовательно. геометрическое 
место точек С, движущихся при перемещении точки В по окруж­
ностн, является эллипсом Э с фокусами в точках А и О. Из биль­
я дного свойства эллипса следует, что все линии сгиба касательны 
1t эллипсу Э, поэтоr-.,у он является огиба1ощей бесконечного множе­
ства линий сгиба ХУ. 

3 а д а ч а 4.4. а) Докажите, что тень на столе, отбрасываемая 
лежащим на нем круглым мячом при его освещении точечным 

источником света S, является эллипсом. Где находится фокус 
эт го эллипса? 

б) Наклоните круглый цилиндрический стакан с водой под 
некоторым углом. До1{ажите, что поверхность воды примет форму 
эллипса. 

Р е ш е н и е. Оба пункта задачи решаются одним приемом и 
используют свойство равенства всех общих касательных к двум 
заданным сфераТ\·1. Пр иводимое доказательство предложено бель­
r11Иским математиком Х 1 Х века Ж. Данделеиом в 1822 r. 

а) А\яч вписан в конус с вершиной S, который пересекается с 
пл ... костыо n (столоы) по некоторой кривой v; А - точка каса н ия 
мяча с плоскостью л. Впишем в конус еще один шар, касающийся 
ПJ оскости n, но с другой стороны (рис . 4.8, а) в точке В. Пусть 
М - произвольная точка кривой '\'. Через точку М и вершину 
конуса S проведем прямую, касающуюся обоих шаров в точках 
Х и У. Соединим точку М с точками А и В. 

Отрезки МА и МХ - касательные к мячу, проведенные из 
одной точки, значит, МА=МХ. По той же причине МВ=МУ. 
Следовательно, 

МА+МВ=МХ+МУ=ХУ, 

причем длина отрезка ХУ не зависит от положения точки М на 
lfв и ривой у-ХУ и есть общая касательная к двум шарам! Итак, 
MA + MB=const. поэтому'\' - эллипс, что и требовалось доказать. 
Фокусами элл ипса '\' являются точки А и В. в частности мяч ка­
саепzся спzола в фокусе отбрасываемой им тени. 
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б) Pemettиe этой .эадачи по11ти дословttо колирует решение 
задачи а. Действительно, если граница оверхност11 Еодьr есть 
кривая r (рис. 4.8, б), то два вписанных в цилинд 1ческ п1 стакан 
шара. касающиеся поверхности Еоды в точках А и В, облад~·!':tт 
тем свойством, что для любо точки М Er справедливо равенство 

A:f А+ МВ с: i\·1X + МУ == ХУ, 
rде ХУ - о~щая касательная к эти t шарам, длнна которой е 
вависит от выбора точки М И;:J '\'. Следовательно; поверхность воды 

~~6~ 

ll 

Рис . 4.8 

е сnlакане деtiстеительно имеет форму sллипса с фокусами в точках 
А и В. 

Испольэуе:мые при докаsательс1ве сферs называются сферами 
Данделена. 

Теперь J\.IЫ, основываясь на имеющихся знаниях геомет· 
u 

рических своиств эллипса, получим некоторые другие 

билъя рдные свойства эллипса. 
У т в е р ж де ни е 2 (второе бильярдное свойство зл· 

пиnса). Звенья траектории бильярдного шара, выпущенного 
из произвольного фокуса зллипса, 
асил1пто1пически (в пределе) стрелtят­
ся к большой оси злл~1пса, т. е. после 

r--~~~~~ai-..J,...:e некоп1орого числа ударов о борт движе­

Рис. 4.9 

ние шара будет происходить в сколь 
угодно малой полосе, содержа й боль· 
шую ось эллипса (рис. 4.9). 
Д о к а з а т п ь с т в о можно 

проводить по-разному, например вь1· 
числ11ть, как 1\fеняется расстояние от точек ударов ша· 
ра об эллипс до его большой оси 11 доказать затем, qто 
оно уменьшается быстрее, чем некоторая убывающая reo· 
метрическая прогрессия: или е доказать аналогичное 
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утверждение для углов, образуе~1ых з еньями траекто­
рии с большой осыо эллипса . Эти дои:азатс 1ьства весьма 
r омоздки и >I<елающие rioryт попробовать свои силы на их 
с мостоятельном по11с1<е. В и:ачестве «подсказ ~ И» может 
с~пужить указание к задаче 4.5. 

}.1ы же поступим по·другому, не используя при доказа­
тельстве никаI{ИХ формул, а используя только достаточно 
простые, но одновр.е~~енно изящные рассуждения. 

Пусть А1 , В1 и А 2 - три последовательные точки уда­
ров шар а о борт, причеl\1: А 1 и А 2 лежат на верхней полови­
не эллппса, а В1 - на н11жней (рис. 4.10). Тогда, как J1егко 

А, 
~-.____ 

А? 
A3~~~~---~---1N 

Рис. 4. 10 Рис. 4.11 

впдеть, точка А2 л жит ниже TOЧI{ll Ai, т. е. блнzн:е к боль­
шо(i оси, посколы<у LA1B1A2 цел111(О i\-1 содержится в 
LA В1М (М - леnый и:онец большой оси эллнпса). 

альнейшие точ1{и ударов об эл ипс б),де\1 t)боз1-1ачать 

В2" Аз, Вз, А 4, • •• , причем все точ1< 11 Bk располагаются ниже 
бuльшой оси эллипса, а все А 1t - выше нее" При этоl\.1 I\а11<­
д с . '-ду1ощая точ I<а А k будет находиться ниже предыду­
щей А lt-1 (поскольl{у А k лежит на дуге э"11липса А н-1 1\1 ), 
н выше Tt)Ч I< II М - левого конца большой ос11. До1<ажеl\1, 
чг.) при k-~oo точJ< а А ri стре~лится и: точ1~е Л.1 ,- это п будет 
д hазывать утверждение 2. 

Предполоп<и~1, однако, что преде~1ьной точкой для пос­
ле оательностн А 1, А 2 , • с • , А h, • • • яв.пяетс не точка 
М, а некоторая другая точка, 1<отору10 обозначим А 00; 
то1да А °" лежит выше большоi1 оси (рис. 4.11). Это означа ... 
ет. чrо все звенья трае1<тории В k-1A 1i с достаточно бо.пьшн­
ми НОI\.1ера~1и k сколь угодно близко подходят к отрезl{у 
В OQA OQ' где точка В rJO лежит на нижне~I nо,повнне э"11лн11са 
11 является пересечен1-1ем прямой А 00 F1 с эл.пипсо:..1. 

Чп10 же произойдет, если бильярдньttt titap бyJe11z выпу­
Щ0 UЗ /JlOЧKU В се 6 mОЧКУ А 

00
? 

Очевидно, если вся рассматриваемая на~1и траектор и~1 
ско.пь угодно близко подходЙла к отрезку А 00В00 , то т~перь, 
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двигаясь иэ В со в Асо, шар долже11 отразиться от эллипса 
в точке А ое и поf1ти в то ч н о ст и по том у же 
от р е s к у А.В00, но в о б р а т н о м направлении -
.от А 00 к B 00

I Однако при этом n1ap нелременIIО должен прой" 
ти опять через фокус F i, поскольку он лежит на отрезие 
А OQB

00
, хотя по первому бильярдному свойству эл"11 иnса 

шар после отражения в точке AOD пойдет по прямоiI AcoF2 -­
через в т о р о й фокус. Полученное противореч1Iе дока 
зывает, что А ое и М должны совпадать: предельное дви>кение 
шара должно происходить в сколь угодно малой окрест­
ности большой оси. 

3 а м е ч а и и е. В математических рассуждениях часто ис-
u 

пользуется приведеиныи выше прием: для некоторого множества 

{А11 } со тояний произвольной системы, имеющего пределы1ое 
состояние А"°' рассматривается это предельное состояние систе'.аьr 
А са и sатем исследу1отся его свойства, которые во мноrих случая11 
елизни к свойствам допредельных состояний систе1\·1Ы An, An+1, •.• 
Зная эти свойства, можно делать ссответствующ:ие выводы о пове­
дении с стемы в целом. 

В о п р о с. Обратим движение шараt выпущенного из 
фои:уса: звенья его траектории, близкие к большой оси эл-

Р? лилса , начнут удаляться от большой 
оси. Не лрот~1воречит ли это утверж· 
дению 2? 

Р4 З а д а q а 4.5. На горизонтальном 
диаметре окружностJ,1 с центром О выб­
раны точки 01 и 0 2 , равиоудалеиные от О 
(рис. 4.12). Для произвольной выбранной 
точки Р1 и.а окружности строятся точки 
Р,_ , Р3 , Р,,., •• ,, такие, что хорды Р1Р2, 

Рис. 4.12 Р2Р3 , Р8Р ., • • • попеременно проходят 
через точки 01 и 0 0 • Доказать, что поло· 
жение iХОрды PnPn+f при n-+ oo стре­

мится к горизонтальному диаметру. 

У к а з а н и е. Можно провести рассуждения; а налоrич· 
вые проводимЫf\·1 при доказательстве утверждения 2. Но можно; 
введя боз ачеиия {. Р1001=<р1 , {. P2002= rp2 , доказать, что 

(fJ2 1-е <fi ,1 tgт= J+e tgT, rде е=0101R,R - радиусокружностн. Анапо· 

rично вводятся углы rp8= {. Р3001 , <p4=L Р4001 и т. д.t для но­
торы~ выполиеиь1 те же соотношения 

t ~- l-e t ~ t (f4 _ l .... e <рз 
g 2 - 1 + е g 2 ' g 2 - 1 + е g f2' и т. д. 

Таким образом, nоследовательиость tg ~· tg ~· tg ~, • , • образуе'I' 
1--е 

бесконечну10 rеоме1 рическую прогрессию со знаменателем i +;• 
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а потому ее общий член стремптся к О. C.'IeдonaтeLrtьпo; «"Pn-+-0 прп 
n-+e», т. е. траектория стремится к rоризонтапьно.му отрезку. 

Прен<де чем перейти к третьему бильярдноrv1у свойству 
эллипса, введем в рассмотрение еще одну кривую, тесно 

связанную с эллипсом . Эта кривая называется гиперболой" 
Определен и е. Гиперболой 

называется l\1ножество точек М на 
n оскости, для r<оторых ~~одуль раз· 

ности расстояний до двух ф11ксиро­
оа нных точек F 1 и F 2 - фокусов ги­
перболы- величина постоя нная (рис" 
4 .13): 

J MF1 -MF2 J = const. 

Гипербола состоит из двух «кус-
Рис" 4.13 

ков», называемых ее ветвя.л1и. Как и для эллипса, для rи­
пt болы имеет место 
О п т 11 ч е с 1< о е с в о й с т в о. Касапzельная l в про­

u:Jпольной точt(е М гиперболы является биссектрисой угла 
LF1MF2: Ll=L2 (рис. 4.13). 

3 ад а ч а 4.6. Докажите справедливость оптического свой­
с на гиперболы. 

У к- а з а н и е. Решите задачу о нахождении на прямой l 
• • • 

та кои точки. для которои р а з н о с т ь расстоянии от двух за-

дti f I ы х точек А . В н а и б о л ь ш а я. 

1 \ы приведем еще один способ доказательства оптиче­
сr<оrо свойства гиперболы. Возьмем на гиперболе две очень 

Рис. 4.14 Рис. 4.15 

близ1<ие точки М и М1 (рис. 4. 14), и пусть Р - точка пере­
се4сния прямых F1M1 иf2M, а Q - точка пересечения пря­
мых F 2M 1 и F1M. Посмотрим теперь «через лупу» на ч~ 
т1J1рехугольник M1PMQ (рис. 4.15). Мы можем считать (при· 
б~1н~ительно), что PiИ1 f fMQ и PMffM1Q, так как точки F1 

f'2 находятся очень да.лека - сравнительно с размерами 

чегыр~хуrольника М 1PMQ. Иrак, будем считать (прибли-
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). rнно), что 1,,f 1PMQ - nараллелограм~1. Ilpoвeдel\1 теперь 
скр)?жности с ueнтpal\1II F1 II F 2, проходящие через 
точку М1. Вблиз11 рассматриваемого nараллелограr-.11\!а 
(с1\1. рис. 4.15) дуги эт11х окр)тжностей будут представtтхять­
ся пря~1ыf\111 M 1L и M1Kt nерпенди1<улярны~1и стор нам 
nар8ллелогра!\1l\1а и поэто~1у 

F1M-F~~lv1 = (F"L-t- LA·1)-(F2K + КА1) = 
=(F1M 1+Ll\"1) - (F2M 1+Kl\-1) =(F1k11-f~2M1)+(LAI-K!v1). 

Но так как F1M-F2M=F1M1-F2Mi (М и Mt tn жат на 
одной ветви гиперболы), то LM = KM. А тогда пряr\10 ~голь­
ные треугольни1<и ~KMMi и ~LMM1 равны (по г11потену. 
зе и катету) и, следовательно, Ll = L2. Это и завершает до­
казательство оптического свойства г11перболы (для того 
чтобы это «приближенное» рассужден1-1е сделать точньП'vf, 
нужно еще переi'1ти к предеtnу при М1-+./\1). 

3 а м е ч а н и е. Для гиперболы оптическое свойство 
можно сфорt1)'ЛИровать еще и та1<: лучи, выходя1цuе llЗ од· 
н.ого фоt(уса, опzра31саяоь от гиперболы, будут раоходutпьоя 

а 

Рис. 4.16 

maкu.J..t образо:л~, чtпо кажутся выходяи~ими из второго фrr 
куса. 

У тв ер ж де ни е 3 (третье бильярдное свойство эл· 
пипса). Любая бильярдная nzpaeкnzopuя в зллипое касается 
либо эмипса, либо гиперболы, софокусных (т. е. о me.1ttu же 
фокуса:л1и) с данны:лt эллипсом. Пе/Jвый случай /Jеал~J..Зуется, 
когда первое (а me.Jrt самым и произвольное) звено траектории 
не пересекаепz отрезt(а фокусов, а впzорой случай - когда 
пе1юое (а пzем са.л~ым и произвольное) звено тpaet(nzopuu от· 
резок фокусов пepecet(aern. При зто.J..t во впzором слу:fае соот· 
вепzспzвуюrцие пzочк.и касания могут лежаrпь не на самtа 
ввеньях лол1аной, а на их п1Jодол31сениях (рис. 4.16). 
До к а з а т е л ъ ст в о. Пусть А1А и АА 2 - два пос­

ледовательных звена бильярдной трае1<тории в э . .r1"тт11nсfе, 
nричем отрезо1< А 1А не пересе1<ает отрезJ(а фокусов f1 1 
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(рис. 4.17). I;fз первого бильярдного свойства элл11пса следу­
ет, что L A1AF1= L A 2AF2, поэтому отрезоI< АА 2 также i1e 
пересекает отрезка (~о кусов F 1F 2 • 

Возьме1'r'I точку Bi, симметр11чную Fi относите,пьно А 1А 
н проведем отрезок B1F2 • Он пересечет А1А в т Чl{е С1 ; 
при этоf\-1 U1=F1C1+C1F2=B1C1+ C1F2=B1F2, а для вся1<ой 
точки D 1ra отрезке А А, отличной от Ci, выполне1-10 нера­
Еtнство t11=F1C1+C1F2<F1D+DF2. 

Отс1ода следует, · что эллипс, софокусный с 11сходны!\r1, 
для которого су!\1ма расстоян11й до F1 и F2 равна llt, к а­
с а е т с я А1А и притс.tf в точке С1 • Аналогичное построе· 
ние проделае~1 с отрезком АА 2 (рис . 4.17), найде~t точку 
С2 и величину U2= F1C2+C2F2 • Такиr..-~ образом, точка С1 
дt'Я{llT на софо1<усr1ом элл ппсе с const= 
=и!, 1<асающе1'1ся отрr1и:а ,:JA 2 • 

Рис. 4.17 Рис. 4.18 

Докажем, что точ1<и С1 и С2 лежат н а о д н о м и т о м 
ж е эллипсе, т" е. докажем, что U1 =и2. Для этого замет11м, 
что ЛВ1АF2= LB2AF1 (по двум сторонам и углу f'Лежду 
ниr.ли - с вершиной А), откуда B1F2 ===- B ':. F1, т. е. ll1=u2, 
что и требовалось. Иrак, отрезки А1А и АА 2 1<аса1отся од­
н о r о софокусного эллипса с константой u==B1F 2=B 2Fi. 

Случай гнперболы рассматривается аналог11чно (раз­
берите его самостоятельно) - он возн11кает, когда отрезок 
А1А пересекается. с отрезко1'1 F1F2 и LA1AA 2 лежит в нут­
ри LF1AF2 • Утверждение 3 до1<азано. 

Третье би~тrьярдное свойство эллппса позволяет ввести 
понятие t(aycniurtecкoй кривоii , сокращенно каустики. 
О п р ед е л е н и е" Пусть Q - произвольная выпук­

~1ая 'бласть на плоскости, ограниченная кривой Г, в 1<оторой 
бильярдный шар описы ает трае1<тори10 .. "Р-1РоР1. _ • 
l\риван '\'. леж щан внутри области Q, называется кауспш-
1\(Jй, если 1полнен следу1ощее условие: из того, что хотя 
бьr одно звено PliP 1i+1 трае1<тор1111 бильярда .. . Р-1РоР1" .• 
l{асается у, следует, что в с е сталы1ые звенья это:й тра­
еl{тории также касаются и:р11воf1 '\' (р11с. 4.18). ИньrJ\1JI ело-

73 



вами, траектория бильярдного шара после каждого отра" 
же11ия 1<асае ся кр11вой ~ - I<аустики бильярда Q~ 

Простейшим примером каустики может служить ок­
ружность, которой касается траектория бильярдного шара 
в круге. В 1{ругло11 бильярде имеется толы<о о д н о с е­
м ей ст в о каустик - конt{ентриttескuе окру3Юности. 

Третье бильярдное свойство эллипса состоит в том, что 
у эллиптического бильярда Q существует д в а с е мей­
с т в а 1<аустик: это эллипсы Ге 1т гиперболы Н с1 софокусные 
с Г - границей Q. 

Оказывается, что все выпуклые области Q с достаточно 
гладкой границей Г (т. е. такой, в каждой точке которой 
можно провести касательную, причем в близких точках 

.[L 

а 

Рис. 4.19 

rранипы Г эти касательные образуют друг с другом 11алый 
угол) имеют бесконечно много каусти1<, накаnлива1ощ~1хся 
к граниuе Г (этот сложный результат установлен В. Ф. Ла­
зуткиным). Отсюда вытекает, что бильярд в области Q на 
плос1{ости, ограниченной гладкой выпуклой кривой Г, 
не э11годичен (напо11ним, что в случае эргодичности шар про­
водит в каждо11 I<ружочке внутри области Q время, пропор­
nиональное его площади; в наше11 же случае есть участк1r 
области Q, куда шар вообще не попадает) . Напри11ер, би­
льярдная траектор11я шара в эллипсе, не пересекающая 
отрез1<а фокусов, может, са11ое большее, заполнить всюдУ 
плот110 кольцо 11ежду софокусны11и эллипсами Г (внешняя 
граница кольца) и Гс (внутренняя граница кольца), но 
11икогда не попадет внутрь области:, ограниченной эл"лип· 
сом (рис. 4.19, а). Более того, если Q - про11звольная об­
ласть (а не только эллипс), r - его граница, а r с - J{акая· 
то hаустика в Q, то почп~и любая непериодическая бильярдная 
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1 ~раекпwрия, касающа,яся каустtlки Гс, всюду п.лоп~но за" 
1 а няепz область между бортом бильярда Г и эп1оt1 каусти­
кой («кривое кольцо»; р ис . 4.19, 6) *). 

Более прост такой факт, замеченный В. Б. Мипасяном. 
Оказывается, если задана в ып у кл а я кривая 1' и тре. 
буется найти все кривые Г, для которых 1' является каусти­
кой, то их !\tожно получить следу1ощи!\1 образом" Обозна­
чи l (1') длину кривой 1' и зафиксируем число s, превосходя­
щее l (1'). Тогда Г= Г~ состоипz из следуюzцего множества пzо­
чек А: если из А провесп~и к.а-
са 11.ьные отрезки к у, найти n А 
cy}rtJ,ty длин эпzих отрезков и s ",___ 

~ .., 
tJaomи к.рuвоu у, эаключеннои 

между их концами, то эта 
cyJ,tMa будет поспwянной и 
равной s (рис. 4.20). Указан" 
ный факт объясняется следую­
щим образо!\t. 

Если ~~ы накинем на кри­
вую у веревочную петлю дли· 

А'' 

a+b+g+zarc+d+z+~=s 

Рис. 4.20 

н , s, s>l (1'), и натянем ее в точке А, то две касательные 
АХ и А У из точки А к кривой у Б!\tесте с оставшейся частью 
веревки между точками 1<аса ния Х и У, плотно обтяrива10-
щей ..,, в сумме дадут s. Проведя через точку А прямую l, 
образу1ощу10 равные углы с отрезками ХА и У А, видим, что, 

u 

в силу выпуклости кривои у, при мало!\~ перемещении вле-
.., 

во или вправо веревочнои петли в натянутом состоянии точ-

ка А сходит с прямой l и оказывается в той же полуплоско­
ст,f относительно пря!\tой l, в которой расположена вся I<ри­
вая 1'· Это и означает, что точка А пере!\tещается также по 
вы п у кл ой кривой Г, а поэто!\tу прямая l является ка ... 
сательной к Г в точке А. D:rедовательно, ХА и А У - два 
последовательных звена б и л ь я р д н о й траектории 
внутри кривой Г, каса~ощиеся кривой у. Таким образо!\t. 

111
) Доказательство этоrо факта довольно просто. но не совс~м 

элементарно. Достаточно доказать, что множество точек отражений 
типичной билья рдной траектории всюду плотно иа внешне й грани• 
це Г, а дальше действовать , как и в случае круглого бильярда. Ока• 
sывается, кривую Г можно отобразить взаимно однозначно и взаимно 
непрерывно на окружность так, что последовательные точки отра" 
Жен. я бильярдной траектории перейдут в равноотстоящие точки на 
ок,_} жности (это утверждение носит в математике, в олее общеj\: 
Фо улировке. назван ие «теорема Данжуа»). Если множество то ... 
Чек ~~ а окружности всюду плотно ее заполняет, то и 1ножествQ 
npo .Jбразов - точек излома рассматриваемой бильярдной траектории 
1:1 крнвой r - заполняет кривуrо r также всюду плотно. 
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'\' JLействительно 1<ауст1п(а для бильярда внутри об.пасти 
оrраипченной полученной крпвой Г. • 

Гlодпедеl\-~ итог полученным сведени яf\·I о траекториях 
э~п~nпnтического бильярда (прапда, не вес фа1<ты наrv1п дОl{а" 
заны). Бильярдная траектория в эл~пппсе либо периодиче" 
екая (за~fкиутая - к этим трае1~тория~f относs1тся и д 
оси эллипса) , либо не1tе/J t1одическая. Во nтopo~f случае 
выде.пяются траектор11и, з нья I<оторых поочередно про. 

ходят через фо1{усы - их поведение описыпается вторым 
би1.тrьярдны~f свойством. Осталы-1ые не­
пер иодическпе траектор~rи всюду плот­

но sаполня1от л11бо 1\ОJJЬЦО rv1ежду эл­
липсами Г и Гс' либо область l'v'!ежду 
двумя ветвя~f и софокусной гиперболы 
Нс (иj\~енно всюду плотность ~1ы и не 

t с~о доказали). 
В заключение параграфа укажем на 

интересную связь ~~ежду бильярдоl\-1 Б 
эллипсе II свободны~~ движение~~ t1are 

..... 
риа~пьнои точки на поnерхности элли-

псо1 да. Движение частицы на элл ипсои-
u v t.J 

де пропсходит по 1<ратча11шен н:ривои -
Рис. 4.21 1·ак называеJ\1ой ееодезичесt(Оll . Буде~~ уст-

реl\1лять малу10 ось элл11псоида 1< нулю; 
тогда эллипсоид п пределе превратится в эллппс, а тра­

ектория частицы по геодезическоf1 на эллипсоиде - в 
бильярдну10 трае1<торию в этом эллипсе (рис. 4"21). При 

... 
это1'-t разумно счптать, что эллипс двустороннни 11 при каж-

до~r отражении бильярдная траектория переходит с одно~• 
стороны эллипса на другу10, двигаясь прs1:..1олипе1u1но (по 
геодезпчес1{0Й). 

Эта идея сведения бильярдной задачи 1< задаче про гео­
дезвчес1{ие на «раздуто:r.,1» б ильярде , и обратно - задачи 

про гсодезичес1<и~ к бильярдной - играет большую роль 
при исслсдов нип дпнаl\1ики бильярда для областей, от­
личны , ОТ внутреННОСТII ЭЛЛИПСа, И является l\IOCTИl<OM, 

связь1ва101цим теори10 динамичес1<их систе~~ с д1н~ференu11-
v u 

ал ь пои геометриеи. 

Ч птателя~f, которыl\1 нравятся фиэи1<0-l\!атеl\1атичес1{I1е 
nарадо1<сы, предлагае?\-1 в эаверше ие «эллиптичес1<ой» тel\rtЫ 
подуl\1ать над следу1ощиrv парадоксом, на первый взгляд 
опроверга1ощим второе начало тер1'1одинами1{и: в теплонзо­
лированной систеl\1е тел н е ~f о ж е т происходить пере­
дачи тtnла от 1eJ1a более холодного (или той >f{e те!\1перату­
ры) 1{ 1eJiy более горяче~tу* 
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К пярадоксу приводит построение та !{ОЙ тсп.,rrоп1nлиро-
~ u 

Раннои системы, в которо1-1, напротив, ОДН(> из тел с перво-
u u 

н с чально од11наковои теt\1пературо11 начинает остывать, а 

второе - нагреваться. Paccl\i1oтpи1't конструкц1'IО, показан­
НУЮ на рис . 4"22 и состояrцую из двух зеркальных оловин 
(ВС и AD) двух софок\rrных эллипсов и соеди 1-1я1ощих 11х 
прн~1олинейных зеркальных перегородо1< АВ и CD (А и 
D - концы малой полуоси внешнего эллипса, В 11 С ....... 
внутреннего). В фокусах F1, F2 п ~tещены два точечных 11с· 
точника тепла, первоначально Иl\-te1oщ1re р а в н ы е тei\t· 

пературы; зеркальные стенк11 конструк ... 
uии отражают все лучи (без ка1<ого­
либо поглощения) . Согласно первоl\iУ 
бильярдноАrу свойству эллипса, все теп­
ловь1е лучи, выходящие из источн~1 1<а F1, 

частыо отразившись от стенки ВС, час­
тью - от стенки AD, попада1от в точ1<у 
f 2. -.. сл11 бы в с е тепловые лучи, исхо" 
дя1цие из второго источника F 2 , попа­
дал и бы в точ1<у Fi, то тогда оба источ­
ника не 1\1еняли бы со вре~fенем свою 
температуру. 

Однако н е в с е лучи из F 2 попада-
ют в Fi. На рис. 4.22 изображена одна из Рис. 4.22 
трае1<тор1-1й луча F 2М N F 2, который пос-
ле отражения в точ1<е М внешнего эллипса попадает в пе­
регородку DC (двигаясь при этом в направле~1ии фо1{уса 
f 1), отражается от нее в точке N и ... попадает снова в 
F2! То же carvioe происходит и с лучами, попада1ощи!\1и сна· 
ч а..r а перегород1<у, отража1ощимися от нее и после второго 

отражения от в~1ешнеrо эллипса снова попадающиrv1и в 

F2 (на рис. 4.22 изображена одна из траекториi'1, отрая<аю­
щаяся от переrородt<И АВ). 

В результате тело F 2 получает, кроi\~е лучей от тела Fi, 
часть свопх собственных лучей , и поэтому начинает нагре­
ваться; тело >1<е F1 остывает. Налицо явное нарушенпе в·то­
рого начала термодинамики. В чем х<е дело? (В f{ачестоо 
Указания 1< разгадке парадокса предлагае~f читател10 ~а­
мен ить точечные источ ники F1 II F2 ttаленьки~fи I<ружками 
и nосъiотреть, ка1< проходят отраженные луч11 вбл 11 з и фо­
kУсов). 
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§ 5*. Задача об освещенJtи 
невыпуКJ10й области 

Простые rео~1еЧJичес1<ие свойства эллипса, 
описанные в предыдущ~r~ параграфе, могут быть использо· 
ваны при исследовании следу1ощеrо вопроса: каким наи­

меньшим количеспzво"'d пzочечных источ1tиков света ( лш.1110. 
tteк) можно освепzить внуп~ренносп~ь ог/Jаниченной обласпш Q 
на плоскости? Граница дQ области Q представляет собой 

Рис. 5. 1 Рис. 5.2 

замннутую неса~1опересекающуюся кривую L на плосr\ости1 
таким образом, двигаясь по кривой L, мы будем оставлять 
область Q все время по одну ~торону от L. 

Конечно же, если область Q является выпуклой (т. е. 
с 1<ажды~1и двумя ее точка~1и А, В весь отрезок АВ принад· 
лежит области), то достаточно од н о :й лампочки, которую 
можно по~1естить в произвольном месте (рис. 5.1). Действи· 
тельно, если О-лампочка, а А -произво~пьная точка об­
ласти Q, то луч ОА освещает точку А ; таки~1 образом, все 
точки области Q освещены лампоч1<ой О. 

А если область Q н е в ы п у 1< л а? Тогда одной ла~1поч· 
l{И для освещения области может уже не хватить: на рис. 5.2 

" Рис. 5.З Рис. 5.4 

лампочка О не освещает ни одной точки А, лежащей в за· 
Ш'IрИхованной области. Впроче~1, на рис. 5.2 ~1ы просто не­
удачно выбрали ~1естоположен1Iе для лампочки: точка на 
рис. 5"3 уже выбрана более удачно, и лампоЧf{а О освещае1' 
всю область Q. 

Если область Q содержит такую точку О, из которой 
«нидны» все остальные ее точки (как, напри~1ер, областll 
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на рис. 5.3 1I 5.4), то область Q называют звезfJча1поt1, а 
точку О - «точкой видимости». 1( звездчатым областям 
относятся, в частности, все выпуклые фигуры. Ясно, что 
л ю б у ю звездчатую область можно осветить одной лам­
почкой (где ее следует поместить?). 

Предположим теперь, что Q - не звездчатая область: 
никакая ее точка О не является «точкой видимости». Тогда 
дна ла~1поч1<а, в какое бы место области мы ее не по~1ести­

ли. полностью ее н е о с в е т и т; для освещения Q нужно 
6 льше одной ла~1почки. Можно предположить, что для 
освещения хватит к о н е ч н о г о числа лампочек, как 

бы сложно ни была устроена область Q, лишь бы только ее 
граница L=дQ не имела точек излома, или, как говорят, 
была достаточно гладкой. Это подтверждается строгой тео" 
ре~1ой, которую мы приведем в конце этого параграфа; в 
ней даются необходи~1ые и достаточные условия на струк" 
туру граниuы. Эти условия в математике 1<оротко называ­
ют я условиями гладкости гpaниtllJl. 

Пока что наl\.tИ ничего не было сказано о бильярдных 
свойствах области Q и о связи сформулированного вопроса 
об оrвеще ии с бильярда~1и. 
Мы уже знае~1, что движение луча света при отражении 

от раницы области "осуществляется по бильярдному закону 
((углы пад ния и отр ажения равны». Поэто~1у , чтобы пос­
тяв.пенный вопрос об освещении приобрел новое звучание, 
бу·де~1 считать, что граниt{а области Q - зерклльная, и л10-
бой луч света при попадании на границу отражаеп~ся от нее 
по бильярдному закону. При такой постановке рассматри­
ваеrv~ ая задача, с одной стороны, должна, по-видимому, уп· 
раститься, поскольку многие невыпуклые области, грани­
цы которых раньше «Поглощали» свет и которые не ~fогли 

быть освещены одной ла~1поч1<ой, теперь, обладая зеркаль-
u ... 

нои границеи:, позволя1от лучам проникать в «запретные» 

зоны и освещать их; а, с другой стороны, задача должна 
усложниться, так ка1< теперь ~1Ы вынуждены следить за всем 
бес1{онечным ходом каждого луча, исходящего 11з точечного 
и-.:.точ11ика" 

Итак, считая с этого ~fо~~ента и до конца пара графа об­
JJасть Q зеркальной, попробуем дать предварительный, ги· 
nотет11ческий ответ на исходный вопрос. 

О & вет 1. Для освещения любой ограни~tенной обласп~и Q 
дос1па1почно од1i0й лаАtnочки. 

Обсудим этот ответ. Мы дали его в надежде на то, что 
Некоторый луч, выпущенный из лампочк1-1, рано или позд" 
но, после многократных отражений от граниuы, попадет 
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Б 11апсред 23дз11пу10 точ;~у оf.."'!зстп. I lапр!1· ~~~~J, есл11 Q 
невып\1к,nый ~111огоугоJ!ЬН!ll{ (р11с. 5.5), то лучи ) выпуL'Lен-­
н 1е иЗ произвольного то1:ечноrо псточн1IКf1 О пнутри него, 
полr1остью осветят этот ~1ногоугОJ1ьни1<, ка1< бы <{хитро}> 
ни была устроена его граница. Это утвер>кдение про ~1 ного­
угольник все (~пециал11ать1-!\~ате!\1атикиf зан11~1а1ощиссs:~ 

б11льярдны~1и пробле~1а~1и, считают справедливыАI, хотя 
строго оно 210 сих нор не доказано. (Некоторые вопросы, 
связанн 1е о би.пьярда~~и в многоугольниках, приводят 

11орой к неожиданным результатам - об 
это~1 подробнее рассказано в четвертой 
11a~TII КНllГИ ") 
Мы же будем считать теперь, что 

гра1:1ица дQ не имеет изло~1ов, т. е. в 
u 

каждои точке границы ~1ожно провести 

касательную. Казалось бы, если для ос­
вещения невыпуклого многоугольн11ка, 

l{ак было с1<азано (но не доказано), хва-
р б 5 тит одной ла~1почки, то для области Q, ис. . 

получающейся из Многоугольника 
<{скруглением» его вершин, одной ла~1почки >:ватит тем бо· 
Jiee. 

Од11а1<0 гипотетич: ский ответ 1, являясь (с большой веро 
ят остыо) вер нь~1 для ~1 ногоугольников, llеверен в обиiе.лt. СЛ!' 
itae - для областей с гладкой границей. В за~1ечательно.:.1 

а 

Рис. 5.6 

приl\rере области, для освещения которой нужно много лам-., 
почек , используется толы<о знание того, что выnущенныL,, 

из одного фокуса эллипса луч света после отражения прой· 
дет через второй его фокус, а луч, выпущенный не 11э фо· 
куса, никогда не пройдет ни через один фокус (рис. 5.6, а, 6). 
Сфор~1улируем существование такой области в виде утверж 
дения. 

У т в е р ж д е н и е 1 ДлJt л1обого натурального п 
cylцec11zвyeni обласп~ь о гла{Jкой границей, для освеu,ения ко­
торой необходи.,цо более п rпочечных uc1rzu1iнt1t(06 ( лa1t1no· 
чек). 

во 



r ;ucт~·oиrv1 явно эту об,пс._ rь Ьl и ДOl(iJiKt.:"•• для нее ут .}Ж­
дени~ 1. Построение производится в неСI{О.ЛЫ<о этапов *). 

31'ал 1" Расс~1отриrv1 верхнюю половину эл;!ипса с боль­
шой осыо llB, дополненную двуl\1я «I\tочкамн», огранпченны­
~~и полуоt{ружностяr11и, соединяющ11~1и фокусы F1 и "r;2 с 

точ1<а~1и А и В (рис. 5. 7) . Полу-
qенной области Q i дздим назва- ·' -~·::.:/; ::·ff?=.:;· :· · ... 
1Jие «Телефон». . ::::."."" -..":"·:"·-..: ··.:.-. ::"::·" " 

" " . 11111 " . • ... • • • •1.. 
л l н " ." ". . . ... " 1 • "· •• " . " ' • · • •• 41 • • 

е J\1 м а . икакои луч, А "·._.. : · "· • · ... • • · ·. • · · " ~ ·• " "· ·· • 13 . " . " . "• ... 
выходяи~ий из левой 1r1очки те" ·-.::;.1F, Fz ··.·::· 
лв ~она Qi, никогда 1-te попадет Ле!Jая Пра!Jая 
на отрезок F iF 2 • ночка ночка 

До к а 3 а т е л 1~ с т в о. Рис. 5.7 
Действительно, расс~1отриl\t пер" 
13ое отра>кение луча, выпущенного из левой моч1<и (рис. 
5.8, а) " Как падающий, так и отра>кенный лучи лежат 
в не Л F1XF2 , поэтоr..~у отраженный луч не пересечет 
отрезок F1F2. Если У - вторая точка отражения 

а 

Р11с. 5.8 

(рис. 5"8, 6), то падающиf1 и отра>I{енный лучи в точк~ }" 
ле11{ат в н е ЛF1УF2. и опять-таки не пересе1(ают отрезок 
фо1{усов F1F2.. Вообще, если первоначально ~ыпущенный 
из ~~1oчt\J1 луч отрmкается от точки Z границы дQ1, "ТJежащей 
на эллипсе (т. е. вь1ше прямой F1F 2) , то он и отра>кенный 
луt1 обязате11ьно расположены вне ЛF!ZF 2 • Следовательно, 
выпуu(енный из левой мочки луч в конце I{ОНцов попадет в 
правую моч1<у, ни разу не пересекая отрезка фоl{усов F1F2 ; 

после одного или несr<олы<их отражений в правпй мочке 
луч до вторичного попадания в левую "11оч1<у также ни разу 
не пересечет отрезка FiF 2 , что следует из nр11веденного 
выше расеуждения и полной равноправности обеих !\tочек ~ 
Это 11 доказывает лемr..fу 1. 

llриведем fще одно столь же простое, но более изящное, до­
казатРл ьство леммы 1. Отбросим мысленно нижнюю границ~ :эб-

*) На каждом этапе строится область, граница которой в мес­
тах С'Оедннения криволинейных и прямолинейных частей зате~t 
•сr"11с.нкнвается» (это особо не оговаривается в даль11ейu1ем). 
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пасти Q1 (обе полуокружностн мочек и отрезок фокусов), и допоп­
ним телефои нижней поповиной еллипса . Мы не знаем , как пуч 
с вета ведет себя в мочке, ио как только он выходит нз нее в верх­
нюю половину эллипса, будем считать, что он отразипся от нижней 
(фиктивной) половины эллипса в соответству1ощей точке С (рис. 5"9). 
Но, ка к мы з наем из § 4, любая бипьярдная траектория в эллипсе, 
одно зве но которой не пересекает F1F2 , обладает тем свойством, 
что и в с е ее звенья не пересекают отрезка фокусов F1 F2 (поскольку 
все звеиьи касаются софокусноrо эллипса, содержащего отрезок 
f 1F2 внутри себя)" В частности, этим свойством обладают звенья 
в верхней части эллипса, которые в действительности являются 

Q 

звеньями траектории луча света, выпущенного из певои :мочки; 

этим доказательство леммы 1 и завершается. 

/lеОая RраЬая 
HO'IKll ночка 

Рис. 5. 9 Рис" 5. 1 О 

Этап 2. От телефона Q1 легко перейти к зеркальной об­
ласти Q 2 , которая не можепz быпzь ос,вещена одной дампочкой. 

Построим снаtrала область Q~, изобра>I{енную на 
рис" 5. 10; она отличается от области R1 тем, что середина 
отрезка F1F 2 заменена неГЛ)'бокой «ямкой» в виде полуок­
р у)кности. 

Л е м м а 2. Если л 11очка находиtпся в одной из Аtочек 
или же в ямке, nzo она не освещаеп~ облас111ь Q~ nо11нос1nью. 
Д о к а з а т е .л ь с т в о. Если лампочка располо>кена 

в одной из мочек, то ни один луч, исходящиi.f из нее, не пе­
ресекает отрезка f1F2 по лемl\1е 1 и тем самым не попадает 
в ямку. Следовательно, в этом случае ямка вообще не ос· 
вещена" 

Пусть теперь л амп чка О находится в ямке. Предполо­
жим, что какой-то Л)'Ч у, исходящий из лампочки, после 
некоторого числа отражений от граниuы дQ; попал в мочку, 
для определенности в лев)'Ю. Если точка Р мочки освещена 
этим лучом, то перенесем лампоч1су О из Я l\fКИ в точку Р. 
Тогда один из лучей, выходящих из лампочки Р, геометри· 
ческая траеr<тория которого совпадает с траектор11ей луча У 
(изl\2енено только направление дВИ)кения), попадет 8 

ямку,- и осветит точку О в ней. Это противоречит лемме 
1 - ника1<ой луч, исходящ11й из точки Р t не может попасть 
в ямку. Лемма 2 доказана. 
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З а д а ч а 5.1. Можно лн область а~ освет11ть тремя лампоч· 
ками? 

О т в е т. Можно, п ,даже напрямую (т. 'е, без отражен11й от 
rраницы) - поскольку Q1 можно представнть в виде объединения 
трех звездчатых областей (каких?). 

3 а д ч а 5.2. о>кно ли область а; осветить о д н о А лам-
почкой? 

О 1 в е т. Л1о9tен.о. У к а э а н и е. Поместите лампочк)' в 
1очку М - середину дугн элл ипса (рис. 5.11, а). 

м м 

" 

А 7 
' / н, ', ..,,,."" ) 'Х1 ~--..-

а fj 

Рнс. 5.11 

Р е ш е н и е. Для доказательства того, что лампочка, поме-, 
щепная в середину М дуги эллипса, осветит всю область 01, до-
ста очно доказать, что полностыо будут освещены обе мочки те-

л фона (вся остальная часть области о; освещается лаJ~.1почкой 
напрямую). 

ассмотрим для доказательства набор специально выбран­
ных лучей, выходящих из М. Первый луч выберем выходящим из 
М в торону центра 01 левой мочкн (рис. 5.1 1, б). Проходя через 
це тр полуокружности 01 , луч МО1 отражается от нее в точ ке К1 
1 движется в противоположном направлении К1М, попадает в 
точку М, отражается от дуги зллнпса в зтой точке, проходит затем 
через центр 0 2 правой мочки (полуокружности) и, отразившись 
o-j· Гiр авой полуокружности в точке К2. , движется опять в обратном 
.апр авленпи К2М , чтобы после отражения в точке Л1 начать снова 

д11н аться по Л1 К1 • Таким образом, МК1МК2М - периодическая 
б !льярдная траектория. 

В качестве- второго пуча, выпущенного из лампочки Л1, вы­
берем такой, который после отражения в точке N1 левой мочки 
про · дет через левый фокус эллипса F1 • Такой луч v найдется, 
ло· ольку луч, идущий из М в А - левый конец большой оси 
(рис. 5.11), после отражения попадет в некотору10 точку левой 
мочки, а луч, ндущий из М в К1 , отражается в К1 в обратноJ~.1 на­
n µ,1влении; таким образом, некоторый луч v= Л1 N1 , лежащий 
Мс>кду лучами Л1А и Л1К1 , после отражения пройдет через f 1• 

Да ее, луч у отразится от дуги эллипса (в точке N2) и попадет 
в~ торой фокус эллипса F2 • 

а конец, рассмотрим все лучи, расположенные м е ж д у 

пучом v= М N1 и лучом М К1 . Поскольку лучи V и Л1 К1 определяют 
Hd nравой мочке точки f 2 и K2 t то все лучи между ними заполняют 
целиком всю дугу F2 1(2 полуокружности. Соединив F2 и К2 отрез­
ком, находим. что все рассмотренные лучи освещают полностью 
сегмент круга f 2/(2 (он заштрихован на рис, 5.1 1, 6). 
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, 
Следоват~льно, вся правая ~~очка области 01 полностью ос-

ве~де ня лампочкой /И. Из симметрии следует, что по rем же сооб--, 
ражениям осnе1цена и вся левая моч1<а. Итак, область 01 полностью 
~~ свещена одной лампочкой, помещенной в точку М. Задача реп1ена. 

Переходим к построению области 0 2. ·область 02 стро­
ится из двух эк~': пляров области Q; следующим образом. 
В nepвo:\f ЭJ{зer.viпt.IIяpe - обознач11i\1 его Q~ - вытяг1-твае:r.1 
ЯМI{У в «трубу» (рис. 5.12, а), а во втором эJ{земпляре Q~ -­
обозf1ачи~1 его g·i - вь тяr11ваем в «трубу» одну из 11оче1{ 

Трuоа 

а о 

Рис. 5. 12 

Ооласп1ь Q2 
о 

(рпс. 5"12, б)" Область Q2 получается «склеиванпс 1» об­
ластей Q~ и Qi по общи!'.1 отрез1{ам ХУ их тр уб (рис. 5.12, в). 
Эта область содер>кпт три моЧI{И, одну трубу и одну нr.v1 1<y . 

Л е i1 м а 3" Обласп~ь Q 2 1-te "1-tоже1п быпzь освеtце1-tа одt-tой 
ЛQА,tt10ЧКОЙ. 

Д о I{ а з а т ел ь с т в о. Так J{aJ{ Q 2 =Qf U Q~ , то лам­
почка мо>кет располагаться либо в области Q}, либо в облас­
ти Qi (отрезОJ{ ХУ считае~1 общ111\"1 для обеих этих областей). 
Разберем отдельно ~тказанные два случая. 

Если лампочка находится в области Q~ и, быть может, 
да>ке ее освещает (см. задачу 5.2), то она ника1< не l\tожет 
осветить целиком область Qf" Действительно, область Qi 
l\fожет освещаться исключителы-10 лучаl\fИ, идущими от лаrvt­

почки qерез трубу - все эти лучи пересе1<ают отре.:1ок ХУ 
и попадают в Qf. Однако из леl\IМЫ 2 следует, что ни од.ин из 
этих Л)1Чеi1 не попадает в я~"~ку области Qi. Ита1<, в перво1\t 
слуqае в области Qi неосвещенным местом является я~н<а. 

Если же лампочка находится в области Qi, то лучи, про" 
НИI{ающие в область Q~, опять-таt<И все проходят через тру­
бу, т. е. выходят из бывп1ей яr.v1 1<11 обл:асти Ql" И снова, ло 
.леr.v1 _,ле 2 получае!\1, что все этп лучи не попадут в моqJ{И об­
ласти Qf. ИтаJ{, во второl\1 случае нео вещенf1Ым rviecтo:r.1 об­
ласти Q 2 оказыва1отся обе мочt{И област11 Q}. ЛeMl\fa 3 дока­
зана. 
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Этап 3. Сейчас 1\-lЬI htодернпз11р)1е:-.1 обJ1асть Q 2 и постро­
Иl\ об"т~асть Q, о 1\оторой rовор111ся в утвер)кдении 1. 
· Для этого не будеr.1 ограничивать количество об.пастей 
Q~, из которых будет построе11а область Q. Не будем та1<>ке 
nодроб1-10 оп11сывать построение областп Q, а отошлеr.1 чита ... 
'f ля ера у к рис. 5" 13, на котороI\1 11зобра)1\ена структура 
о ласти Q. 

Область Q содер>к11т большое ч1Iсло моче1\ и труб . а так. 
>I е од11у яf\11<у. Она состопт из объедине1-1пя областей Qf. 

Рис. 5.13 
_,,, 

в ка)J"1-8\]ю из J{оторых вкJночаетсл часть труоы, ограничен-

н я сбрезI\ОМ Х17 с соответствующиr"·1и индекса::\1И. Поэтому 
е r:iи ла~1почка О 1-1аходится в области Qf, то она не :rw1о>кет 
о етпть 1tеликоt11-1 область Qf-1 (при i> 1 ), 11и область Qi1

1
1 

( и i<2N)t та1< каt{ лучи, прон111{ающие в эти области: из 
Q через соединяющие 11х трубы, либо не осветят :rw1очек, либо 
н осветят ЯМI\И. (Подробное дОI{азател ство аналогично 
п веденному в лемl'ле 3.) 

Следовательно. на I<а>кдj'Ю область Qf, i=l, 2, ... , 2N, 
v 

н " но для ее освещения н е ti е н е е о д н о 1-1 лаi\1почки, 

h орая должна располагаться в этой области. З1-1ачпт, для 
n лного освещения всей области Q ну>кно не iteнee 2N ла~"1· 
п е \. Поэтоl\1~', еслп 2N>n, то область Q не мо>кет быть осм 
в "'ена 11ла 11почкаf\1И" Утвер>кденпе 1, таки~1 образоi\1, пол­
н тыо до1\аза110. 

I1осле с1{азан11оrо ы можеl\1 дать второй гипотетический 
01 ет 1-1а r1оставленный вопрос о чнсле ла~1почек. 

твет 2. Для освеtце1-tuя любой oгpa1-tuчe1t1-toii обласп~и Q 
в~ гда дос11zа111очно 1сонеч1tого числа лал·tnочек. 

Построенный пp11:rw1ep показывает, что это конечное чи~rzо 
ла почек может 01\азаться сколь угодно большиr~.1. 

(Jд1-1а1{0 и ответ 2 оказывается неверныr..1! В действитель­
lfос1 п справедливо 
У тв е р ж де н и е 2. Суu~ествует такая огра1-tичен" 

н.ая обласп~ь Q*, для освеu,енuя которой 1-teoбxoдuAto бес1,о­
н.ечно .лtного лампочек. 
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Дnкаже~t то утверждение. Рассмотрим р11с. 5. 13 и от­
бросим в нем всю правую часть, идущую после мноrоточнн. 

1' \ 11оrоточие на возникшей картинке будет означать тепер1 . 
что «телефоны» Qt, Qi, Q~, ... продол>каются одинаковыf\.; 
образом вправо до бесконечности" l(ак следует из } Твер>I<­
дения 1, получен1-1ую бесконечную - неогран11ченную -
область н е л ь з я осветить конечным числом лампоче1<_ 
Однако в утвержде1-1ии 2 говорится об ограниче1tной об.nаст11 
Q*. 

Получить ее из построенной неограниче111-1ой области 
несложно, если применить известный в математике прне1\1 

Рис. 5.14 

<(сжатия»: он состоит в том, что вIV1есто одинаковых (J{OH· 

rруэнтнь1х) областей Qf рассматриваются област11, убываю-
u 

щие в своих размерах по геометрическои прогрессии, на-

пример, со эна~ енателем 2. Итак, считаем область 1/ 2fA~ 
вдвое меньшей области Q~ , область 1/ 4Q~ - вдвое меньшей 
области 1/ 2Qi так далее (рис. 5.14). 

Полученная в результате область Q* имеет конечные раз­
меры (по горизонтали размер примерно вд ое больший, чем 
горизонтальный paзI\tep области Q~) и обладает тем свой· 
ство~1, что для ее освещения нужно бесконечно много лar\J· 
почек. Утвер>кдение 2 доказано. 

Отметим, что область Q* 11.:\1Iеет 1-1а границе о с о б у ю 
точку Р; в ней, как говорят математики, нарушается глад· 
коспzь границы. Нетрудно видеть, что ника t<ой луч, вып~тщен­
ный из произвольной точки области Q*, не достигает точ1<И 
Р (объясните, почему). 

Для каких ограни~tенных областей Q ответ 2 все '1СВ 
справедлив? 

Здесь мы вынуждены вернутьсЯr к началу этого параграфа 
и дать ответ на поставле1-1ный вопрос об устройстве граниnЬJ 
дQ област11 Q, которую мо>к1-10 осветить конечным числом 
лампочек н а п р я м у ю (т. е. без отражений от границы). 
Ясно, что ответ на этот вопрос будет одновременно ответом 
и 1-1а поставленный вопрос про зеркальную область. посколь­
ку если зеркальну10 область нельзя осветить конечны~~ чiic· 
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л м лаr,,1поче1< (t<ак, например, оба11асть Q* на рис. 5.14), 
10 I 1-1апрямую ее осветит~:. ельзя; если >ке об.пасть Q мож-
110 осветить конечны чис о лампо е1< напрямую, то и 

зерt{альная область Q освещается тем >ке (1<011ечным) на­
бором ламл че (а мо>кет быть. и меньшиl\1 набором). 

Выше l'ЛЫ ОТI\1ечали, что звездчатая область освещается 
одной лампоЧl{ОЙ, помещен1~ой в «точку видимости». Любая 
обJ1асть, котора~ может быть разбита на конечное число 
звездчатых областей, освещается конечныf\.1 числом лампочек 
напрямую - по числу звездчатых областей разбиения. 

li ~: ~Q 
lp 

. с' -границ(,{ 
а 5 

Рис. 5. 15 

Отсюда следует, что область Q* на рис. 5" 14 не может быть 
разбита на к о 11 е ч н о е число звездчатых областей 
( ъясните, почему). Все дело в тoiv1, что граниuа дQ* 
ИI\·f(, особую точку Р - в ней нарушается гладкость гра· 
ницы. Оказывается, что если в се точки границы области 
Q - неособьtе (точное определение см. ниже), то Q может 
быrь покрыта к он е ч н ы м числом звездчатых областей, 
и TelV самым, освещена конечным числом лампочек . 

Дадим точное определение неособой точки и приведем 
фор улиронку утверждения о разбиении области на звезд-
чатые множества . _ 
О п р е д е л е н и е. Точка Р граниuы дQ называется 

н е о с о б о й, если, во-первых, через Р можно провести 
касательную lp (прямую, имеющую о границей дQ только 
одну общую точку - Р), во-вторых, через близкие к Р точ· 
кн границы Q также можно провести касательные lQ, и, 

~ 

в-rпретьих, угол a =lQ lp между I<асательными lQ и lp яв-
11яется не пр ер ы в ной функцией длины дуги .._,,QP, 
проходящей от точки Q к точке Р по гран1-1це дQ (рис. 
5.15, а)" Если все точки границы неособые, то говорят, что 
граница дQ имеет гладкость с1 11 называют ее С1-гладкой 
еранuцей. 

-С"ОМеТрИЧеСКИЙ СМЫСЛ С1-гладкой границы дQ СОСТОИТ 
в том, что на малой дуге ._._,.АВ граниuы все касательные мa­
JJo отличаются друг от друга, т. е. все попарные углы меж­
ду ними малы и тем меньше, чем ближе друг к другу точки 
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А 1t в (рве. 5. 15, 6). Это оз11ачает, что пересече1-11Iе r<pyra D Р 
с uентро:\1 Р Е дQ с областью Q мало отл11чается от псресечr 
нпя круга D г с лолуплос1<остью, ограниченной I<гсатель~f"\ 
в точI(е Р (рис. 5.15, в). 
У т в е р ж д е н и е З. Люба"q oгpaнutte111taя обласrпь Q 

с С1-гладкой граниt{ей дQ являепzся объеди1tениеj1·t конеч1tого 
числа звездча111ых Jrtножеств. 
До к аз ат ел ь ст в о. Для ка>кдой точI<И Р области 

Q выберем от крытый круг *) D Р с uентро"1 Р, ц е­
л It r< о f.1 лежащий в областII Q , если Р - ее Вfrутре•1няя 
точка, н пересенающ11й Q по з в е з д ч а то f.t. у ~1 но1кест­
ву, есл1t Р леж1tт на границе. Последнее мо>кно сделать, 
поскольку Р - н е о с о б а я точка rpaн1tuы и пересече­
ние D ~ n Q мало отличается от nересеченпя J(pyra D 1" с по­
луплоскостью, оrра1-111че•1ной касателы1ой в точке Р 
(рис. 5.15, в) . 

Таким образом, вся область Q оказывается поI(рытой 
бес1\онечf1ым числом открытых кругов D р, uе1-1тры I<оторых 
Леiкат в Q или на гран1tuе дQ. Из f.1атематичес1<оrо анал1-1за 
известно, что из апzого покры111ия л1031сно выбрать конечное чис­
ло а.лелtе1tпzов (кругов), nzaK3/Ce пол1tоспzью покрывпюи.1~их всю 
область Q (поскольку Q- замкнутое**) и ограниченное 
множество на плоскости). Рассматр11вая пересечения этих 
кругов с областью Q, мы видIIf\f, что OfIИ являются з в е з д­
ч а ты м 11 1"1f1о>кествами. Так11м образом, получаеl\1 покры­
тие област11 Q I<онечным ч1-1слом звездчатых мноiкеств, что и 
требовалось доказать. 

Сфор~1j1лируем око•1чательный результат в в11де тео­
ремы. 

Т е о р е м а. Зеркалыtая обласпzь Q, ограниче1tная зaJrt· 
кнупzой кривой L без изломов (nz. е" пzакой, в каждой пzочке 
которой мож1tо провеспzи eдu1tcnzвewtyю каса11zеАы-tую), мо­
жепz быrпь осве~цена (и даже 1tапрямую) конеч1tыАt набором 
лампочек, есАи L является кривой гладкосrп.и С1 • Если же х~ 
пzя бы одна п~очка кривой L является особой, конечного на­
бора лаАtnочек для освеи,етtя обласrпи Q Jrto3/ce111 не хва­
тиn1h . 

*) То есть круг беэ границы. 
•*) ~\ножество называется замкнутым, если все его предельные 

точки принадлежат caмoJ\ty мно>I{еству. Таким множеётвом являет· 
ся, в частности, область с rраииuей. (Напомним, что nредельяая 
точка множества S - это такая точка, в любой окрестности которой 
расположено беСI{ОНечно много точек f\1ножества S .) 
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§ 6. Э1,стреl\t1алы1ые свойства 
бильярдных траек.торий. 
При111111п Фepl\t1a 11 теорема Б11J)J<Г(HI1a 

HnчП(t!\f параграф с ответа на c"11eдy1oniпii воп· 
рос , уя\е поставленный в § 4. 

В о п р о с. Е~сли 1' - проиввольная крива.я. на 11лос1,:о-
01 zи, А и В - nzov.1,u, лежаиtие по ед.чу с,71оро11.ьт 0111 ", то 
где следует вьtбра1пь точку 1\.1 1-ta кр~1еой 17, чпzобы су.1:tма 
А \-1+В~~11 длин о.t1Lрезков АМ и ВМ была .ЛfU1.f. llJ.{aльниi1 ••• 
или л1сиссил1.альной? 

Поясним предварите.пьно, почему в вопросе фигурирует 
как ми1tuмум C)"MI\·tЫ АМ + ВМ, так и ее максимум . 

Рис. 6" 1 Рис. 6"2 

Если кривая 1' обращена своей выпуклостью в стuрону 
точек А и В {рис" 6. 1), то для траектории АМВ нетрудно 
опять вывести «принцип наиr.,fеньшеrо пути» (справед"1111вый 
в случае, когда 1' - пря~1ая): путь АiИВ .кратчайший , если 
отрезки АМ и ВМ образуют с касательной I< н:ривой у 
в точке М равные углы. Действитель но, вся t(ривая v ле­
жит по одну сторону от своей касательной l, а точ1<и А и 
В - по др}1rую, стало быть, для произвольной точки Л1' Е у, 
отличной от М, имееr.,·1 -

АМ' + М' В > АЛ1 + /\18. 

Однако, если у обращена 1{ тоЧI(аМ А и В не выпу1{лостыо, 
а вогнутостью (рис" 6.2), то приведенное рассу>I{дение не 
nроходит: кривая у в]\-~есте с точкаr.1 11 А и В ле>кит по одну 
сторону от касательной 1 и выписанное выше неравенство 
становится неверны~1. Сейчас вы увидите, что от суммы 
АМ+Л1В нельзя требовать только ее l\1инимальности, а 
npa 11льно говорить об экстремальностп, подразумевая так­
>ке другой крайний случай - макс11мальность сумr.1ы АМ+ 
+л1в . 

Итак, мы ищеl\11 на кривой у такую точку (или точки) l, 
Чiобы сумма расстояний от двух заданных точек А и В, 
JJeж щ11х п о од н у сторону от у, была э J{ с т р е 1\1 а л ь­
н о й (МИНИI\tальной пли IУlаI<СИl\Jальной). 
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Если v - эллипс с фо1<усам11 А и В, то в качестве точки ./\·f 
можно взять любую точку ллипса: сумма АЛ1 +мв здесь 
всегда одна та }Ке. Если же 1' - е эллипс с фoкyca~tlf А 
и В, то рассмотрим для каждого ч11сла s, большего длинь1 
от ез а АВ, мно}кество Г8 таких точек М, для которых 
А +MB=s. Тогда Гs - эллипс с ф к с ми А и В, а 
множество в ех таких эллип ов {Гs · образует семейство 
с о ф о к у с н ы х лли сов: чем больше s, тем больше 
размеры этих эллипсов и меньше их эи:сце т си еты. 

В прямоугольной сист е координат Оху софокусные злл11псы 
с центром О за исываются единой формулой , зависящей от одного 
параметра t: 

х у" 
a2 +t+ ь2 + t = 1 • 

гле а и Ь - фиксированные ч исла. То, что для р азных t эти зл­
лнпсы име1от одинаковые фокусы, следу т из рис, 4.2 и из постояп-

u v 
ства разностеи квадратов полуосеи : 

а1 -..Ь2 (a2 +t) -- (b2 +t), 

поскольку в е зти раз ности равны с2 - квадрату расстояния от 
п~нтра до фокуса эллипса (докажите зто); при t=O п учаем эллипс 
с nолуосям11 а и и эксцентриснтетоь.~ e=cla" У эллипса , внутри кото" 
рого расположен софокусный эллипс, эксцентриситет меньше, так 
1\ак велнчина с у них одинакова , а у внутрен него эллнnса большая 

полуось меньше (e2 = c/V a2 + t2 > ei = c/Va2 +tt при 12. < ti)· 

Докажем, что uскол-tой а/\"сmрел1альной точкой М (еспн 
она сущест у ::ат) на 1' являе1пся rпакая точка, в ко1порой один 
ttз эллипсов Г во указанного семейства касаеп~ся кривой '\'· 

а 

11 

о 

Рис" 6.3 

8 

В caf\fOM деле, если кривая у по обе стороны от точки 
кя.сан11я М лежит в н е касающегося ее элл 11пса Г sa 

(ри . 6.3, а}, то сумма АМ + ВМ Jшнuмальна, поскольку л~ 
ая другая точка М' на у лежит одно ременно на софо1<J8 ном эллипсе Г81 csi: >s0 , т. е. s1=AM' +M'B>so=AM +ft 

1
; 

Если же кривая 1' вблизи точ1ш М лежит в н У 1 Р0• 
касающегося ее в М эллипса Г 

80 
(рис. 6.3, б'j, то длина л 
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м uной АМВ, равная so. больше чем длина любой другой ло­
:r-:1 ной АЛt!' В, так как точка М' ле>f{ИТ на софокусном эл-
л ппсе Г s с S1 < So. " 

~емеШанный случай», изображенный на рис. 6.Зt в, 
не дает ни минимума, ни максимума. Экстремум следует 
понимать, как сказано выше - по сравнению с б л и з к и­
м и: к М точ~ами (такой экстремум называют локальны.лt). 

Если nредполО>f{ИТЬ, что мы умеем строить семейство 
софокусных элли:псов и находить точки касания эллипсов 

v v 
этого семеиства с кривои '\', то утверждение можно считать 
ДQJ{аЗаННЫМ. 

Для наших целей вполне достаточно такого (принци­
пиально возмО>f{Ноrо, но с трудом осуn\ествимого на прак ... 
тиI<е) способа отыскания локальных минимумов и максиму­
мов длины ломаной АМВ, и мы сейчас извлечем из этого 
сп соба замечательные следствия. 

Из первого бильярдного свойства эллипса следует 
Общий принцип э к стре м аль н ости 

б и л ь я р д н о й т р а е к т о р и и. Если ломаная АМВ 
с данными концами А и В и точкой излома М, принадлежа­
щей данной кривой '\', имеет наименьш.ую или наибольшую 
(т. е. экстремальную) длину сред1-1 всех б л и з к и х к 

u u 
не11 вузвенных ломаных с точкам11 излома на кривои у 

и те м и ж е концами А и В, то эта ломаная является тра­
екторией бильярдного шара (бильярдной траекторией) , 
ведущей из точки А в точку В после отражения от борта , 
имеющего форму кривой у. 
До к а за тел ь ст в о. Кривая '\' в точке М касается 

какого-то эллип а Г s с фокусами А и В. Следовательно, ка­
сательная l к кривой

0

V в точке М является одновременно и 
касательной к эллипсу Г s . Но углы, образованные звенья­
ми АМ и ВМ ломаной АМ~ с касательной l к эллипсу, рав­
ны ме>f{Ду совой. Это и означает, что АМВ - бильярдная 
траектория с бортом у, что и требовалось доказать. 

3 а д а ч а 6.1. Привести пример кривой v, показыва1ощиii, 
что обращение принципа екстремальности бильярдной траектор и 
lfеверн : может случиться так, что б и л ь я р д н а я траектория 
АМВ не я вляется ии локально минимальной, ни локально мак­
симальной. 

3 а д а ч а 6.2. Доказать, что если кривая v вы п у к л а, 
т. е. ц ликом лежит по одну сторону от своей касательЕой, то о~ 
Ращенне принципа екстремальности бильярд ой траектории спра­
ведливо: юбая бильярдная траектория АА1В в этом случае им еет 
1111 и локально l\1инимальную, или лока ь ио максимальную длину. 

Приведем пример, показывающий, что для в ы п у к­
l.1 о й кривой '\' могут реализовываться о д н о в р е м е н-

91 



н о 11 r"1нпиl\1альные, и l\tа1<сн~1альные бильярдные двухзвен" 
н")Iе rtо';аные АЛ1IВ Пусть'\' - 01<ружность, А и В - фикси­
ровапньrе тuчин вiiутрн этой 01<ру>1<ности. Тогда из семей-­
с·т · ва {['5 } соqJокуеных 1t1пипсов с qJокусами А и В выделя­
ЮТLЯ четыре эллипса l,

81 
, Г s:a' Г 83 , Гs,-. два из J{Оторых 

I<аса1огся окру>кпости v внупzреннuАt об а м - пусть это 
э rт 11нп ы Г 

81 
1- l"s

2
, а два - элtiIНПСЫ Г sз и Г 54 - внеrп­

ни. 1 rбразо~~. Боз11н1-\:шие четыре ТОЧJ{И касания М1, М2 , 
Л.1 3 1' Лf 4 (рис. 6.4) являются точкаl\IИ стоL'lкновения с борт~ 
v бильярдного шара, который из точ1<и А по ле одного удара 

M3 (max) 

" 

Рис. 6.4 

о IJopт попадает в точ1{у В, 
и доставляющие: точки М1 и 
J\'f 2 - "'1ОКа117IЬНЫЙ l\I HH JПvlYM 
ДЛIIНЫ ЛОl\Iаной АМВ, точки 
Л13 и Лf J - .покальный мак-

и 

CИl\IY~f ЭТОИ ДЛliНЫ. 

Принцип экстремальности 
бпльярдпой траектории яв­
ляется частныl\t (и простей· 
ши!\1) с.пучае!\·1 одного из основ­
ных принципов классическои 

r~'lеханикн и оптики - tipuнцu­

na наuл 3ньшего дейсn1вuя, 11ли эл.сtпрел-1ального npul-lцuna Фep­
Alt1 (в оптике он носит название tipuftцuna !vlonepпzюu). В оп~ 
ти1<е при нцип Ферма (l\\оперт1ои) состонт в тori.-1, что свет вы­
бнра ..... т из всех возw10>1< ных путеlr, соедпняющих две данны­
точки, тот П)'ТЬ, который требует н а и м е н ь ш е г о в: 
t-~tпп для его прохождения. Пр-нменн гельно к би.пьяр 
этрт принцип 1\1О)КНо сфорI\'1 улнровать так: бильярдный п• 
«: ·мный» и выбирает са~~ый ){Ороткий нз всех воз~1о>l.н~1 
путей (~.'1Ы считаеf\1 раз 11 навсегда скорость бильярдного шa­
pii постоя иной, ПОЭТ0l\1У ~IИННf\'1альность ДЛИНЫ его Tfi3• 

екторни " <:вива.пентна !\tиннмальности вреl\1ени его дви11\ 

ния 110 этой трае1<тори11). Фа1<т11чески этот принцип д.ля 
б11льярдного шара наrv1и обоснован nыше чисто матеl\1ати­
ч с1<п Оказывается, в ю классическую механик}" rwioжнo 
строн1ь как гео~rетрическую опти1<у многомерного прост­
ранетва, осн вываясь иrv1енно на принципе Ферма, нос~1mе­
го Б ~tеханике название «пр11нцип Гаrv[ильтона» (подробнее 
об это~1 Cl\~ . , напр11L\1ер, книгу В" И. Арнольда «1\\ате~1 атJ1· 
ческне методы 1{лассической механики» (М.: Наука, 1979, 
с. 217 и далее)). 1-Io эта аналогия опти1<и и механики не­
элеГ'ft нтарна (она треб}"ет развитой техп1·1к11 днфференuи· 
а ьноrо исчисления) и останавливаться на ней l\·lЫ не будем, 
а обратИL\iСЯ к более простой и наглядной аналогии. 
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3 а д а ч а 6.3. Докажите принцип oбpamu1trocmu: если биль· 
ярдный шар попал из точки А в точку В после несколькпх отрв-
11z€ 1р1 й от борта 1' би~ьярдноrо ~толаt то при его движенни из точки 
В с противополо:iкнои начальнои скоростью [Uap попадет n точ1<у А. 
двигаясь точ но по то?.1у же nутн, но в обратном напраnленп 11. 

Принпип обратимости ~1ы уже использовали в рассуждениях§ 5. 

Принцип Ферr.ла позволяет чисто математически доказать 
sгкон Снел1.ТJJ1уса - Декарта о прелоrv1лени:и луча света на 
границе двух оптических сред с разной плотностью («с11-
нус угла падения луча света в первой среде и синус угла 

" nрелоf\.tления во второи среде относятся как оптические 

плотности этих сред»; рис. 6.5), а так>ке доказать, что аг-
" ношение оптически:х плотностен 1 

двух сред равно отношени10 скорое" 81 

тe ii дВИ>I{ения света в н11х" На эт1-1х 1 

до ~\ азательствах ~~ы также не будем : : : : : : ; : : :1. : : : : ; : ; : : 
здесь останавливаться, 011н увели • • . . . . . . . . . ...... . 
бы нас далеко от бильярдной теJ 1ы. 
0т'11.ети~~ лишь, что принцип Фер" 
ма, в отличие от принципа 1~ричин­

нос1пu в ф1Iзике (суть которого сос­
тоит в том, что свет последователь-... 
но 1-1дет 1-1з одно1I точки простран-

ства в другую, затем в следующую и 

. ....... " . '· .. ... ~ .. . .. " ................ . 
sin 81 п1 v1 --- -:::. - -- ------s in 62. 11z V2 

Рис. 6.5 

т. д.) совсе?.-1 и1-tаче объясняет причину явлений в природе. 
Вместо причинной обусловленности, когда из одного на ... .., 
шего деиствия вытекает другое, из того - третье и т. д", 

это принцип говорит следующее: в данной ситуаuии свет 
' выбирает путь с наименьшим, или, правильнее, с экстре­
мальным временем прохо>1<дения" Но к а к удается свету 
выб."рать такой путь? Р аз в еды в а е т он что л1-1 сосед­
ние пути и сравнивает их потоl\л друг с другом? В некотором 
смысле т а к 1-1 п р о и с х од и т. Эта способность света 
связана с понятием длины волны и поэтому ее нельзя по­
нять в ра~1ках геометрической оптики; длина волны, грубо 
rоворя, есть тот отрезо1< впереди лежащего пути, который 
свет ~10>I{eT «почувствовать» и сравнить с соседними путя-
и *). Бильярдный шар является как бы математичес1<ой 

*) Ответ на поставленный вопрос о свете дает квантовая меха­
вuка, а твет на вопросt почему при отражени 1 луча света от эерка­
а Время го движения от источника А до детектора В так>ке экстре" 

l.faJJь:нo (иными с"'Iовами, почему при отражении от зеркала угол 
~аде:ния равен yr"'Iy отражения) дает КЭД - ~<вантовая э"'Iектродина­
lfк а (см. недав но вышедшую в «Биб"'Iиотечке «Квант» книгу извест­

~оrо американского физика Ричарда Фейнмана «КЭД. Странная те­
Рня света и веществ » (вып. 66. /\'\": Наука, 1988)). 
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абстракцией светового луча, во внутреннее состояние кото­
рой залоя<ена «длина волн », позволяющая шару выбирать 
кратчайший (э1<стремальный) путь среди всех близких 
(«виртуальных», т. е. возможных) путей:. 

Принцип Ферма приводит таI<>ие к так называемому 
принципу Гюйгенса, который , в свою очередь, объясняет 

v 1 

почему кратча11111ими путями распространения света явля-

ются п у ч и. ОбсудI-tм немного этот моrv1ент с r.,,~атематиче-
IU 

ских позиuии. 

Пусть в точке А расположен источник света. Рассмот­
рим множ ство всех точек Х, до которых свет из точ1си А 

а 

Рис" 6.6 

ФА (t+i-) 

х 

l\•ожет дойт11 за время, не большее заданного t. Граница 
Ф л (t) этого множества называется волновылt фронпzом п~оч­
кu А через время t и состоит из точек, до которых свет может 
дойти за время t и не может дойти быстрее. Мы не предп<r 
лагаем, что среда, в которой распространяется свет, одно­
родная, поэто.r. у волновой фронт Ф л (t) не обязательно яв· 
ляется окружностью. Между волновыми фронтами, соОТ· 
ветствующими разным значениям t, имеется замечательное 
rаотношение, открытое Гюйгенсом, I<оторое и носит назва­
ние принuипа Гюf генса. Этот принu п мы сфорJ\tулируем 
н виде теоре~1ы. " 

Т е о р е f\1 а Г ю й г е 1.:r с а. Ра·сомотрилt волновои 
lf1ронт Q) А (t) точки А через врелt.я t. Построим для ка{)/~доа 
~почки Х этого фронта, счипzая их источнимлtи свеп~а, вол· 
новой фронт Фх (т) через время 't'. Тогда волновой фронп~ 
Ф A(f+'t') пzочки А черезвре.л-tя t+'t будет огибать все пооп~роен· 
ные фронты Фх(т) (ХЕ ФА (t); рис. 6.6, а). 
Д о к аз а тел ь ст в о. Рассмотриr.,,1 точку У на фрон· 

теФ А (t+'t') точки А через время t+'t'. Тогда существует путь 
из А в У, по которому время распространен11я света равно 
t+'t, 11 нет более короткого пути. Рассмотрим на этом 11yтlf 
точку Х, до которой свет идет время t. Никакого б о л е: 
к о р о т к о r о пути из А в Х не может быть, так каI< 

0 противном случае путь из А в У не был бы кратчайшим (er 
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можно было бы укоротить). Значит, точка Х лежит на фронте 
Ф л (t). Точно так же, путь ХУ свет проходит за время 't, 
я из точки Х в точку У нет более короткого пути. Следова· 
тельно, точка У лежит на фронте Фх('t) точки Х за 
время 't. 

окажем, что фро11ты ФА (t+'t) и: Фх (1') к а с а ют с я 
друг друга в точке У, а не пересекаются. Если бы они пере" 
секалuсь (рис . 6.6, в), то в некоторые точки фронта ФА (t+'t) 
луч мог бы и:з точки: Х добраться за время, меньшее 't, а 
значит, из точки А - за время, меньшее t+'t. Это проти­
воречит определению фронта ФА (t+'t). Итак, фронты 
Фх('t) и ФА (t+'t) к а <3 а ют с я друг друга в точке У, 
qто и требовалось доказать. 

Принцип Гюйгенса приводит к двум описаниям процесса 
распространения света. Во-первых, из него следует, что дос-

u 

тато но следить за лучал11,и, т. е. кратчаишими путями рас-

пространения света. В этом случае локальный хара1<тер 
распространени:я света задается его вектором скорости. Ес­
ли направление луча известно, то величина вектора ско· 

рос:1-и задается свойствами среды. А с другой стороны, мож" 
но следить за волновым фронтом и исследовать его пове­
ден 1е. 

ьильярдный шар как бы сочетает в себе оба принц11па 
u u 

rеометрическои оптики - прямолинеиность двИ>I<ения луча 

света в однородной среде и осуществление выбора среди 
всех возмо>I<ных бл1-1зких друг к другу траектор 11й экстре­
мальной, определяемой касанием волнового фронта - в 
данном случае это один 11 з софокусных эллипсов - с бор­
том бильярда. 

Это сочетание двух принц1-1пов rеометрическоf1 оптики 
позволяет доказать одну важ13ую и сложную теорему о пе" 

риод1-1ческих бильярдных траекториях в выпуклых 
об л а с т я х с достаточно гладкой граниuсй (см. с. 97). 
1( е обсуждению мы и перейдем. 

Рассмотриf\1 бильярдный стол в виде в ы п у к л о й 
области Q с гладкой гран1-1цей Г" ДuaJrtemp этого стола, т. е. 
отрезок с концам1I на границе Г н а и б о л ь ш е й воз­
frfожной длины обладает следующим замечательным свойст" 
.Вом: н пер1~ендuкулярен границе Г в своих концах" 

Действительно, если наибольшая хорда MN не перпен­
дикулярна к касательной l к гран1-1це Г в точке М, то сдви-
1:1у немного точку М по кривой Г в точку М' та1{, чтобы 
Уtол М' MN был тупым (рие. 6.7), получ1-11'\1 реуг ь ик 
A--11\if' N, в котором сторона М' N больше стороны MN ( ак 
Jiе>кащая прот1Iв тупого угла). Следовательно, хорда MN 
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имеет 1re ~1акс11~v1альну10 дл1rну, что противоречит nредпп 

ло>кению. 

Отсюда вытекает, что если запустить би~rJьярдный ша~ 
по диа"11е1пру t'11ioлa Q, то он будет сталкиваться с бортом Г 
под пряr.,1ь1м у·rлом и отрюкаясь, двигаться по диаt\1етру 

Ита1<, д,пинией111ая хорда бильярдного выпу1<лого стола 
пройденная шаром в обоих направлениях, дает одно и~ 

___ ........._ r простейших периодических движе" 
ний - д И}l<eirи:e периода 2, т. е. по 
двузвенной траектории (звенья кото. 

~---~N рой отл11чаются направлениями). Ес­
ли мы начнеl\1 теперь непрерывно вра­

щать эту хорду, ум:еньшая ее длину 

Рис. 6. 7 настолько мало, насколько это возмож-

но, так, чтобы в конце этого преобра­
зования оба ее конца по~1еня.пись местами, мы будем Иf\.1еть 
промежуточное положение нatl}rteны,iteй длины, которое бу­
дет хордой, пересекающей Г в ~~есте наименьшей ширины 
стола Q (см. задачу 6.4). Эта хорда дает второе периодиче­
с1<ое движение, таК>I{е периода 2. 

3 ад а ч а 6.4. Докажите. что эта вторая хорда имеет д.ппну. 
~ u 

равнуrо наименьшен ширине по11осы, оrраниченноп двумя парал· 

лельными прямыми~ в которую по"'Iностыо помещается вся об11асть Q. 

Детальное изу ение небольших возмущений обоих этих 
u 

периодических дВИ>I<ении показывает, что дВИ>I<ение вдоль 

наибольu1ей хорды неустойчиво (т. е. r..,iaлoe отклонениt 
ве1<тора скорост11 приводит к большим изменениям траек­
тории шара) , в то вреr..,1я J<ак второе двИ>f{ение rv1ожет быть 

u u 

устоичивым ил11 неустоичивыr.,1. 

Далее, будеl\1 некать период ,1чес1<ое дви)кение бильярд­
ного шара периода 3, т. е. «rар:r-.~онический» треугольник 
с вершинаr.,1и на кривой Г, являющийся бильярдной тра­
е1<торией. Его, как и периодическую траекторию перио­
да 2, следует искать среди всевозмо>f{НЫХ вписанных в Q 
треугольников, и выбрать среди них треугольн11к л~акси· 
мального параr.,1етра. Строгое доказательство этого (и более 
общего) факта мы приведем чуть поз>I{е, а сейчас обратим 
вн1 I:\1ание на два обстоятельства : во-первых, гармониче· 
скоi\1у треугольни1<у отвечают д в а периодическ11х дви" 
жения - по и против часовой стрелки; во·вторых, при 
непрерывном изменении этого треугольника, не 1\~еняя 
поряд1{а его вершин и стараясь уменьшать его периметр 
настолы<о мало, нас1<олько это возможно, так, чтобы 8 
1<онце этого преобразования получить тот же треугольник. 

96 



но с циклически переставленными верши:на~1и:, мы прой­

д м через треугольн1-1к напменьшего периl\tетра, который 

та1<же будет гармонически!\·~ и: также будет соответствовать 
двум (по и против часовой стрелки) периодическиJ\1 дви­
жсния:rv1 периода 3. 

Таким >f{e путеl\I может быть установлено существование 
двух rарIV1оническ11х п-угольников, делающих k~n/2 обо­
ротов вдоль кривой Г, где k - число, взаи~1но простое с п 
(точное утвер>fщение содер>f{Ится в формулировке зада­
чи 6.6). Два пери:одичес1<:их движения, соответствующих 
n-уrольнику тнпа Ataкcu.лty.лtat будут неустойчивы, в то вре­
мя I<aJ< два пер11одическ1-1х движения, соответствующих 

n"угольнику типа JrtиН.tl}rtaкca, могут быть устойчивы~1и 
u 

или неустоичивыми. 

Поняв принципиально карт1-1ну поведения указанных 
пер иодических бильярдных траектор11й в выпуклых об­
ластях, сформулируем и дока>f{е~1 точную математическую 
тео ему о периодических дв1rn{ениях бильярдного шара в 
выпуклой области Q. Теорема. и ее доказательство, которое 
мы здесь пр1-1ведем, пр11надлежит известному а~1ерикан­

скому математику Д>I{. Биркrофу (1884-1944). 
Теор ем а Б 11 р к r о фа. Jl бильярда в любой вы­

пуклой области Q на плоскоспzи, ограниченной заJикнуrпой 
гладкой кривой Г, существу1от периодические билья.рдные 
т аектории с любы.лt число.лt звеньев п ~ 3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть число п фиксировано. 

Построи~1 конкретную периодJтческую бильярдную тра­
ектор ию из п звеньев . 

Рассмотрим всевоз~1О>f{НЫе вп11санные в Q замкнутые 
по~1аные '\', число сторон у 1<оторых не превосходит п (в 
рассмотрение входят вписанные трехзвенные, четырех" 

звенные, _ " ., п-звенные ломаные). Выберем среди них 
ту .л:оманую '\'о, у которой периметр м а к с 11 м а л е н. 
(Л1Lr не будем вдаваться здесь в подробности, связанные 
с доказательством существования такой лоr-.1:а.ной.) 
Мы утверждаем, что тогда лоАfаная '\'о и.л·tеет ровно п 

вве ьев. 

Действительно, если бы число звеньев у нее было мень­
ll.rе п, то ее пери~1етр l\IO>I{HO было бы увеличить, заменив 
nро1тзвольное ее звено Р1Р2 на ломаную Р1РоР2 с верши" 
lioй Р0 на дуге между Pi и Р2. 

· OI<a>I{eM теперь, что '\'о - бильярдная траектория в 
области Q, т. е. пр11 всех k последовательные звенья ло­
t.tаной Ph-tPk и PkPя+i образуют равные углы с каса ­
'fеJiьной 1< Г в точке Ря (рис. 6.8). 
4 r. А. rальперинi А. Н. Земляков 97 . 



Из макс111"1альност11 периметра ломаной 1'о следует, что 
сумма Pk-1P+PP1i+1 для всех точе1< Р на дуге Ph-1PkPk+i 
1<р1Iвой Г ма1<с11мальна Й1"1енно пр11 P=Pk, иначе периr.,1етр 
ломаной t'o можно было бы увеличить. 

Рассматривая сеr.,1ейство эллипсов Г s с фокусами в 
тоЧI<ах Pk-t 11 Pk+i, найдем тот элл1Iпс Г st1, который к а­

с а е т с я кривой Г в некоторой точ" 
ке Р - такой эллипс обязательно най-

Рис. б.8 

дется, так как наша кривая гладкая 

и выпуклая . Но тогда ясно, что 
су~1ма P'tl.-1P+PPk+i максиl\1алы1а по 
вcervi точкам Р, лежащим на дуге Г 
rv1ежду Pk-1 и Ph+1: для любой дру" 
гoii точки М Е Г соответствующий ей 
эллипс из се~1ейства Г s п е р е с е­
к а е т 1<р11вую Г 11 леж11т строго 
в утр и эллипса Г 50 , поэтоl\1у PJz- 1iИ+ 
+МР k+1<Ph-1P+PPh+I· Отсюда вы­

текает, что касание эллипса Г so с 1ср11вой Г пронсходнт 
именно в точке P=Pk. А тогда из первого бильярдного 
своi'Iства эллипса следует, что звенья Pk-tPk и PkPh+1 
образуют р а в н ы е углы с прямой l, яв.ляющейся одно­
временно касательной как к элл11псу Г s(), так и к 1<р ивоii 
r в ТОЧI<е pk li поэтому Ph-lp h и PkPk+f - два звена биль­
ярдной ломаной в области Q. Теорема полностью до1<азана. 

3 а д а ч а 6.5. Какой из вписанных в окружность п-угопь­
ников имеет на ибольший периметр? 

Р е ш е н и е. Правильный п-уrольник. Действительно, замк­
нутая бильярдная траектория из п звеньев в окружности является 
ломаной максимальной длины (по теореме Биркrофа)~ а с дpyrofi 
стороны,- это обязательно правильный п-уrо_,'lьник (если тоnько 
шар делает один оборот вокруг центра; см. § J ). 

3 а д а ч а 6.6. Пусть фиксировано натуральное число п~. 
Обозначим через «р (п) количество чисел k, меньших п и взаиl\lно 
простых с п *). Докажите, что существует не менее «p(n)/2 перио­
дических п-звениых бильярдных ломаных на плоскости, вписанных 
в даину10 выпуклую область Q с гладкой границей Г (рис. 6.9). 

Ре ш е н и е. При доказа1ельстве теоремы Б пркrофа можно 
было оrраничиться доказательством существования бильярдной 

*) Функция «р (п) называется функцией Эйлера и вычисляется 
по формуле 

fP (п) = п ( 1-+.) ( 1-~) ... ( 1-~) . 
где n=p~jp~1 • • • p~fi - ка1Jо1шческое разложение п на простые мt10-
жи1е_,'lи. 
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траектори11, при дви>ке11 ии по которой t5ильярдный шар обойдет 
криву10 Г р о в ll о о д и н р а з; то >ке доказательство остается 
справедлпвым в классе всех ломаных, обходящих кривую Г ровно 
2 р а з а, ровно 3 р а з а и так далее. При этоl\1 следует заметить, 
что 1) число обходов k достаточно брать только взаимно простым 
с п, и что 2) обходу шарика вдоль ломаной, дела1ощей k оборотов 

2 2 5 2 

7 7 7 
5 6 
Рис. 6.9 

по часовой стрелке, отвечает та же ломаная, но дела 1ощая k обо­
ротов против часовой стрелки. Поэтому геометрически различных 
ломаных лишь ер (п)/2 , что и требовалось доказать. 

3 а д а ч а 6. 7. (Задача Фаньян.о.) Докажите, что в области Q. 
имеющей фopl\tY остроугольного треугольника, существует зам к­
нутая бильярдная траектория из трех звеньев. У к а з а н и е. 
Точки иэ"'Iома етой траектории - основа ния высот треуrоль11ика 
(см. § 27). 

3 а д а ч а 6.8. Верно ли, что в любом треугольном бильярде 
существует периодическая бильярдная траектория из а ) 6 звеньев? 
б) из меньшего. чем гаданное п 1 числа зве11ьев? 

От в е т. а) В остроугольном существует всегда; в тупоуголь­
НОI\11 как правило, 11е существует; б) в тупоугольноl\1 треугольнике 
с оче~ь тупым углом число звеньев у л1обой периодической траек­
тории может быть сколь ~годно большим (т. е. для заданного п 
число звеньев может превосходить n). Это связано с тем, что если 
бильярдный шар nопал в острый угол, то выле1еть из этого угла 
он сможет 1ол ько после очень большого числа отражений (nод­
робнее об етом см. гл. 6 и § 27 гл. 8). 

3.адача 6.8 показывает, что теоре~1а Биркгофа для м ногоуголь-
1н1ков неверна, Причина этого будет прояснена в § 27. 



ЧАСТЬ 11 

ГЕОМЕТРИЯ И ФИЗИКА 

ПРЯМОУГОЛЬНОГО БИЛЬЯ РДА 

Глава З 

ГЕОМЕТРИЯ ПРЯМОУГОЛЬНОГО БИЛЬЯРДА 

В этой главе сформулированная во введении 
общая проблеr~1а бильярдных траекторий исследуется для 
бильярда в пря:r~.1оугольни1<е" Прямоугольни1<, как и круг, 
имеет во всех свои:х граничных точках (кроме верши:н) 
п о с то я н н у ю криви:зну - толы<о не положитель­

ную, как у круга, а нулевую. Кроме того, оди:наковыми 
прямО)1гольни1{аА111 MO.>f{HO замостить всю плоскость, как 

это было объяснено во введени11. и~1енно поэтому для биль­
ярда в прямоугольни1<е, так же как и для бильярда в 
круге, естественно ожидать полного решения проблеl\IЪI 
поведения бильярдных траекторий. Оказывается, методы. 
использованные в гл. I, работают и в случае пря:r~.1оуголь­
ника, позволяя не только провести полное исследование 

рассматриваемого прямоугольного бильярда, но и свести 
его, в некотором смысле, к y>I{e изученному бильярду н 
1\руге. 

§ 7. Бильярд.ный шар на прямоуrо.r11)ном 
столе без Jiyз 

НапоА1ним, что бильярдом в прямоугольн11к~ 
называется такая система : один точечный бильярдны11 
шар на прямоугольном бильярдном столе ABCD без луз, 
дви.»<ущийся по нerv1y без трения и отражающийся от ero 
сторон («бортов») по бильярдному закону «угол падения 
равен углу отражения». 

Простейшие бильярдные траектории в прямоуголь 
нике - tlepuoдuчect(Ue. Они могут быть нескольиих типов: 
состоять из дважды проходимых отрезков между протrrв~ 
nолоR<ными сторонам11 (ри:с . 7.1, а) ; образовывать се:rнеи· 
ства параллелограммов со сторонами, парйллельным1-1 

днаrоналям прямuугольника (рис. 7.1, б); образо1~1,1на1ь 
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самопересекающиеся замкнутые ломаные (р пс. 7 .1, в) 
и т. д. 

Бывают и такие траектор11и, которые попадают в вер­
шины прямоугольни1{а (рис. 7.1, г). В таком случае не-­
понят~го, как шару следует двигаться после выхода «из 

угла»: закон упругого отражения на этот счет никаких 

указаний не дает. Все так1-fе траектории мы будеrv1 назы-
ть особы.л-tи и, как правI1ло, рассматривать не будем, 

1 --
~ -
~ 

1 

А IJ А 1З А 

Рис. 7.1 
(} 

С? 

1З А 
г 

т. е. если траектория попала в вершину, оборвем ее, и от 
траектории останется только ее часть (полутраектория). 
(Впрочемt из дальнейших рассмотрений будет понятно, 
что в случае прямоугольного бильярда шар можно считать 
вылетающим после попадания в вершину в точности в 

противоположном направлении; такого 

вывода нельзя делать для бильярда в 
произвольном многоугольнике. Объясне-

u 

ние этому вы сможете наити, решив 

задачу 7 .3, или же обратившись к 
ГЛ. 8). Аэ 

«Сходу» нарисовать хотя бы одну не- pj 
периодическую траекторию бильярда в 
пряrv1оугольнике уже значительно слож- \У А4 
нее. Задачу о распознавании периоди-

u 

чес их и непериодических траектории 

бильярда мы сейчас решим с помощью 

~ р/ 
4 

R Ат 
f1 ~ 

Рис. 7.2 

Упоrv1инавшейся во введении процедуры «выпрямления тра­
екторий». Опишем ее в общем случае - для бильярда 
в произвольном многоугольни1<е. 

Пусть Р1Р2Р8 ••• - произвольная не особая (т. е. не 
попадающая в углы) траектория бильярда в многоуголь­
нике Q=A 1A 2A 8 • • • Ап (рис. 7.2). Построим по этой ло" 
Маной специальную пряму10. А именно , отразим наш 1\fНО­
rоугольник Q вместе с ломаной Р 2Р зР 4 • • • относительно 
той тороны многоугольни1<а, на которой лежит точка Р1 
(nервое звено ломаной Р1Р2 мы не трогаем). Согласно 
закону отражения, отрезок Р2Р~, симметричный отрезку 
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Р2Р81 является продол)кением отрезка Р1Р2, и первый 
t<усок ломаной PiP2PsP4 • •• - P1P2Ps - нами ВЫП!JЯ~I· 
лен. Теперь отразим второй (полученный из Q при первом 
отражении) многоугольник Qi относительно той его сто­
роны, на которой лежит следующая точка излома Р~. 
Получим следующий ~1ногоугольник Q2, и образ звена P~F: 
при новом отражении будет, опять-таки, продолжением 
отрезка Р1Р2Р'. Продолжая так и далее, мы можем любой 

. 
•, 

: 

1J 1 \ 1 
~ 

А 13 А • 1 

в 

Р11с. 7.3 

кусок ломаI1ой Р1Р2Р8Р4 • •• «выпрямить», т. е. последо· 
вательными отражениями превратить в отрезок прямой 

Р1Р2Р;Р~ . ••. 
Конечно, для разных траекторий придется делать раз· 

u 

личные последовательности выпрямляющих отражении. 

Однако если мы рассматриваем бильярд в прямоуrопь-
" нике, 11ы можем с самого начала с помощью отражен1111 

замостить в с ю n л о с к о с т ь прямоугольниками, рав" 

ныrv~и данному, получив решетку из прямоугольников. 

Нарисовав на этой плоскости произвольный луч, не про" 
ходящий ни через одну из вершин получившихся прямо· 

" угольников, мы ь1ожем с по1'-tощью процедуры, обратнс11 
описанной, «сложить» этот луч в траекторию бильярда 
в исходном прямоугольнике ABCD (рис. 7.3, а). Заi\1етим, 
что при таком «складывании» реu1етк 11 прямоугольникоr 
в исходный прямоугольник ABCD в каждую точку М 
прямоугольника ABCD попадает бесконечно мноrо точек 
Л1m.п плоскости - и нно, все те точки, которые полу· 
чаются из М описанными выше отражениями (рис. 7.3, б) . 

Если траектория, выходящая из точки М под углом а 
I< стороне АВ, пер иодична, то это означает, что после в1 "· 
прямления из этой трае1<тории получится прямая, про. 1

• 

дящая через м и через одну из т че м тп,nо• Ecлll JI.Y· 
Б ть точки м,",п индексами т и n, как у1<азано на Р' ....... 

. 3, б, то точка Мтс.по должна быть такой, что tno и по 
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qетные числа. Именно (и только) в этом случае бильярд­
ный шар проходит через ту же точку М под прежним 
углом а: HOl\fepa 1110 и п0 показывают, сколько нужно еде· 

u 

лать отражении относительно вертикальных и горизон-

тальных сторон прЯl\fоугольников, чтобы получить из 
точки Мт0 ,п0 точку М; при этом нечетное число отра­
жений меняет направление, четное же - не меняет (см . 
рис. 7 .3, в). 

До1<ажем, что неособая траек1пория, выходящая из точки 
М прямоугольника ABCD под углом а к стороне АВ, пе­
риодична в том и только в том случае, когда тангенс ее 
угла наклона k=tg а соизмерим о отношением сторон 
а2/ ai прямоугольника А BCD. 

Действительно, только что было выяснено, что перио­
дичны те и только те траектории, которые (после выпрям­
ления) соответствуют прямым, идущим из точки М в одну 

• • М2т 2п 1------......... ----........ ++- , ----------------. 

• 

а 

Рис. 7.4 

И3 точек вида М2т 2n. Заметим теперь, qто точка M 2,n, 2n 
' --+- --+ 

получается из М сдвигом на вектор 2m· АВ+2п · AD (до· 
кюките это: рис. 7.4, а), так что дММ2т " 2пК имеет ка­
теты с длинами Л1K=2mai и M 2m. 2nK=2na2. Такиf\1 

- разом, 

k = t а= 2та2 = !!!:_ а1. 
g 2nai п Gi' 

т. е. k соизмеримо с a2/ai. Обратно, если число k соизме-
k т а2 Pll "10 с а~/щ, т. е. = n йi • то любая прямая, выходящая 

из точки М с тангенсом угла наклона k, проходит через 
-+ 

точку, получающуюся из М сдвигом на вектор 2т·АВ+ 

-f-2п. Ай, т" е. через точку М 2,п,2п (проверьтеl). Если эта 
nряl\1ая не проходит через вершины прямоугольников, 
то ей соответствует неособая периодическая траектория, 
что и требовалось до1.{азать. 
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За~~еТИМ, ЧТО В расс~v1атрнвае1'.10М случае МЫ все-таки 
мол<ем продолжить и любу·ю особую, т. е. заканчиваю-

u 

щуюся в однои из вершин прямоугольника, траектори1Q 

за эту вершину: ничто не мешает на плоскости, замощенной 

нашими прямоугольниками , продолжить, например, МС 

за вершину С (рис. 7.4, б), и считать тем самым, что, 
попав в вершину С, бильярдный шар вылетает из нее по 
то1'.1у же пути, 110 ка1<ому он туда залетел - после соаr­

Ьt'Тствующих отражений луч СМ' совмещается с лучом 
СМ. Таки~1 образо~1, в случае бильярда в прямоугольнике 
~~ожно считать, что движение по любой траектории про­
дuлжается неограниченно во времени (например, дважды 
11роходиJ\r1ая диагональ АС пря l'\.~оугольника - это перио­
дическая трае1<тория). 

Из док занноrо утверждения следует 
Теор е ~' а 1. Если тангенс угла наклона k rпраек­

rпории couзмepu.1tt с число.1tt ko=a2la1, rno независил-tо onz на­
чt1льного поло ения бильярдного iuapa его дви31сение будет 
периодическил-t; в противно~~ случае траектория неперио-
д~;,11на. 

ИтаJ<, с помощью теореf\r1ы 1 мы научились 110 началь­
ному звену траектории шара определять, является ли эта 

траектория пt=риодической или непериодической. Для этого 
... 

надо наити отношение длин сторон прямоугольни1<а или, 

что то )I{e caf\r1oe, тангенс угла наклона диагонали пр~11\fО­

угольни1<а н танr нс угла, под которым запущен шарик, 

и поделить первое число на второе: если в результате 

получится рапиональное число, то трае1<тория периоднчна, 

если же - иррациональное, то IIепериодична. l(стати, 
отсюда сразу следует также и то обстоятельство, что для 
фи1<сированноrо начального вектора скорости шара тра­
еr<тория будет периодической или непериодической не­
з а в и с и м о от его начального положения на npяl\·tcr 

у10.льном столе. Поэтоl\1у, есл11 запустиrь параJ1лельно 
друг другу сразу несколько бильярдных шаров, они л ибо 
одновременно опишут периодическfrе траектории, л ибо 
никогда не пройдут по своему старому следу. Последова­
тельность отражений этих шаров от бортов бильярда будет 
различной, если они находятся достаточно далеко друr 
от друга. Если же шары находятся достаточно близко, то 
посLпедовательность борта , от которых они 01 р~>каю·1t:Я, 
будет одной li той }Ке р 1 ". 7"5, а). Если первое знено тра· 
ектории одного nильярдного шара 01<рул<ить параллель-
11ыми звенья~·tИ ue.пor··o сеl\1ейства траеr<торий друrил 1u;ipoв, 
Т! полученные траектории, в случаt, кuгда он11 пср ИLд11 " 
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ч ские, заполнят самопересекающнйся «I<орндор» (рис. 
7.5, 6). Таким образом, зная одну периодическую траек­
торию, мы параллельным сдвигом ее звеньев получаем 

другую периодичес1<ую траекторию. 

а 

Рис. 7.5 

3 а д а ч а 7 "1. а) Доказать, что у всех неособых «пара.п:.пель­
ных» периодических траектор ий в прямоугольнике равное число 
звеньев и равные д..r1ины. б) $ Доказать, что в прямоугольнике 
существуют сколь угодно длинные периодические траектории. 

Р е ш е н и е. Это следует из рассмотрения выпрям.пенны ~ 
траекторий, изображающихся на решетке прямоугольников рап­
ным и параллельными отрезками" 

3 ад а ч а 7.2" У края бильярда, имеющего форму правильного 
2п-уrольника, стоит шар. Как надо запусти1ь шар от борта, чтобы он8 
отразившись по разу от всех бортов, верну..r1ся в ту же точку? До­
казать, что при этом длина пути шара не завис ит от выбора началь-

u 

нон точки. 

Как же ведет себя на прямоугольном столе н е п е­
р и о д и ч е с к а я бильярдная траеr<тория? В круге и 
эллипсе, как мы помним, непериодическая траектор ия 1-~е 

u 

заходила в некоторые участки - в концентричеснии круг 

и, соответственно, в софокусный эллппс (или в криволи­
нейные сегменты софокусной гиперболы), однано запол­
няла всюду плотно кольuо ~1е>кду их границами. В прямо· 
угс~ьнике она уже заходит во все его участки и заполняет 

его всюду плотно. В этом и состоит основной результат 
о nериодическ11х траектор иях в прямоугольном бильярде. 

Т е о р е м а 2. Если klk0 - иррациональное число, п~о 
любая траектория с угловы.А:t коэффициентом k всюду плотно 
заполняе11z весь пря.А:tоугольник, т. е. тресекае1п любой 

(сколь угодно .1ttалый) круг, лежащий внутри него. 
Таким образом, если точечный бильярдный шар за­

пустить из любого положения М в любом направлении а 
таком, что число tg a/tg Q) иррационально, где <р - уг<)Л 
накJ1она диагонали к горизонтальной стороне, то он рано 
IInи поздно столкнется с другим, уже неточечным бильярд­
ным шаром (диском) N, куда бы мы его 11и поставили и 
сколь бы мал он ни был! Следовательно, игрокам (в случае 
отсутствия трения) не нужно особенно стараться, чтобы 
Попасть в другой шар (или лузу!), надо лишь иметь терnе" 
нне и вре~1я, чтобы дождаться нужного столкновения. 
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Доказательство теоремы 2 будет дано в § 9 и будет 
опираться, как и в случае круга, на теорему Якоби. 

Наметим здесь лишь краткую схему ее доказательства. 
По прямоугольнику ABCD будет построен «фундаменталь" 
ный» прямоугольник вчетверо больших размеров, в ко­
тороr\1 исходная бильярдная траектория превратится 8 
«скачущую» со стороны на сторону траекторию; для из­

бавления от этих «скачков» граница фундаh1ентальноrо 
11ря~1оугольника будет с11ециальныl\1 образом склеена. 11 в 

1.• 

результате склеики получится замечательная поверх" 

ность - тор («бублик»), на котором «скачущая\> траек­
торпя превратится уже в непрерывную кривую. Иссле­
дование этой кривой и приведет к доказательству теореl\1Ы 2. 

Примечательно, что для прямоугольного бильярда с11ра· 
ведлива следую1цая ал ь тер на т и в а: либо траек-
11zория бильярда периодична, либо всюду плотно заполняет 
пря.лtоуголы-tuк. В гл. 9 выяснится" что это верно не для 
всякого выпуклого 1\1ногоугольника (при выяснении опять 
будет использована теорема Якоби!). 

3 ад а ч а 7.3*. Найдите критерий периодичности бильярдиых ... 
траектории в равностороннем треугольнике. 

3 ад а ч а 7.4*. Укажите nce многоугольники Q, которыми 
с помощью описаннь1х выше последовательных отра>кений можно 
замостить плоскость без перекрытий и так, чтобы любая цепочка 
последовательных отражений , при которой из Q получается какой-то 
м ногоугольник Q', давала один и тот же результат. (Например, 
правильными шестиугольниками можно замостить плоскость, од­

на ко последнее требование здесь не выполнено - от шестиуrоль­
ннка Q к соседней ячейке Q' можно прийти двумя способами -
с помощыо одного отражения относительно AF и с помощью ком­
позиции двух отра>1{ений - относительно АВ и затем относительно 

х Е 

@ 

с' 

Рис. 7.6 

D 

с 

"" /'1 
Рис. 7. 7 

А F' (рис. 7 .6). Результаты будут разные - скажем, в верш11ну, 
обозиачениую буквой Х, в первом случае переходит -вершина Е. 
во втором - вершина С. 

3 а м е ч а и и е. Задача 7 .4 н другие близкие вопросы обсуж­
даются в статье А. Н. Виленкина « Калейдоскопы» (Квант. 1972. 
No 8. С. 41 - 49) , правда в другой связн. 

3 ад а ч а 7.5" Пусть. бильярдная траектория МА попадает 
в вершину А угла ВАС величины а. С помощью последователь-
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ных отражении замостим часть плоскости уrлами тои же величины 

(рис. 7.7). продолжим МА за вершину А и обратными отражениями 
лостроим луч А ./И". Казалось бы, тем самым мы можем определить, 
как выходит бильярдный шар из вершины угла (под направлен 11 е\t 
А М"). Однако здесь может возникнуть неоднозначность, ибо после­
довательные отражения исходного угла можно начать со стороны 

АВ или со стороны АС, и может оказаться, что от этого зав11с нт 
направление АМ". Рассмотрите случай уrла а=2л/3. Выяснпте, 
для каких уrлов а упомянутая неоднозначность не возникает" 

З а д а ч а 7 .6. В прямоуrольном бильярде из точки А посы­
лается шар параллельно диагонали. Найти множество таки~ точек 
М в бильярде, что второй шар, посланный из точки М одновре­
менно с первым и с той же скоростью (как по величине. так и по 
иаправ.пению), стол1{нется с нпм. 

З ад а ч а 7.7. В точечное отверстне границы прямоугольного 
би.пьярда влетает бильярдный ша р . Может ли шар с некоторо о 
мо\iента нач ать двигаться внутри бильярда по зам 1<нутой траек­
"Горип? А если бильярд не прямоуго.пьный? (Указание: поменяйте 
скорость шара на прот11воположну10 " ) 

З а д а ч а 7 .8. В прямоуго . .r1ьно~1 бильярде шар движется по 
вам1{нутой траектории. Уrол между какими-то двумя соседними 
звеньями равен 90Q. а) /\iожет ли у траектор ии быть 4 звена? Ec~rrи 
да, то при каком соотношении сторон? б) А может ли быть 5 звеньев? 
6 звеньев? 17 звеньев? 18 звеньев? 

3 а да ч а 7.9. В прямоугольном бильярде произвольным 
образом запущены два неточечных шара пед углами а и ~ к одно,1у 
б рту, причем tg а и tg ~ иррациональны. Обязательно ли онн 
когда-либо столкнутся? · 

3 а д а ч а 7 .1 О. Из вершины прямоугольного t1ильярда р :tз-
ером тХ 2п, где т и п - uелые нечетные числа, под углом 45° 

к стороне послан шар. Попадет ли он после нескольких отражен r~ й 
от бортов: а) в противоположную вершину; б) в соседнюю верши ~~у 
(рассмотреть два случая соседней вершины); в) в середину какой­
либо стороны? r) Сможет ли шар побывать в середине двух про­
ти воположвых сторон? 

3 а д а ч а 7 .1 1. Как будет вести себя шар в прямоугольном 
бильярде из задачи 7.10, если его выпустить из вершины под углем 
30Q? 60с? 

3 ад а ч а 7.12. а) Занумеруем стороны прямоугольного биль­
ярда числами 1, 2, 3, 4. Пусть в нем движется шар 1 траектория 
I{OToporo непериодическая. Выпишем 11одряд номера всех сторон, 
о которые отра>кался шар: п1 , п2 , nз 1 •••• Может ли полученная 
последовательность оказаться периодической? 

б) * Решите ту же задачу для непериодической траектории у 
в произвольном выпуклом k-угоJ1ьнике, стороны которого зануме­
рованы числами от l до k. 

Ре ш е н и е. Докажем. что последовательность ni., f1t" ••• -
непериодическая, от противного. . 

Пусть период последовательности f1t, п2 " ••• равен Т, пр ичем 
Т четно (в противном. случае рассмотрим удвоенный период) . Вы­
n ямим траекторию у шарика, сде..Уiав последовательные отра >I{ения 

ноrоугольника относительно сторон п~., n2 , n3 , •••• Получим 
р идор из одина1(овы~ многоуrольииков IV11 , iИ2 , Ms, ••• , содер­
щий прямую l - выnрямлеиную траекторию у. 
Рассм трим в этом коридоре многоугольники 1\11 и М т+i• 

Ir ноrоугольн1-11< М 1 +l мо>и.еr быть получен из А-11 1 либо параллель-
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flым переносом на некоторыi1 вектор а, .пибо параллелы-1ь1м перено­
сом и поворотом. Во втором случае Мт+1 получаеrся пз М1 одним 
поворотом с центром в некоторой точ1<е О на некоторый уrол а. 
А тоrда в цепочке многоугольников М1 , Мт+i• М2т+i, ••• 1саж­
дый из ннх получается из предыдущего либо параллельным пере­
носом на одни н тот же вектор а, "11 и бо поворотом на один н тог же 
угол а с центром О. Во втором случае вес ь коридор располагался 
бь1 в ограниченной части плоскости и поэтомv не мог бы содер>1{а1ъ 
прямую l. Следовательно, вoЗl\I OJlceн 1олько первый случ~й: Аu;,ога­
угольники в указан.ной цепочке получа10111ся последоваrпельно друг 
из друга параллельным переносом на вектор а . А тоrда все звенья 
траектории '\' с номерами l, т+ 1, 2т+ 1, ... в исходном м ного­
угольнике М1 параллельны друг другу . Если он 11 начинаются в 
р а з л и ч н ы х точках А1 , А 2 • А 3 , А 4 , ••• одной и той же сто­
роны мноrоугольни1<а М1 , то нетрудно видеть, что А1А 2==А 2А 3= 
= ARA 4= ... . Это nротиворечнт тому, что nce эти точки лежат на 
одной стороне многоугольника, поскольку сумма А1 А 2+ А 2А 3+ 
+А 3А 4+ ... бесконечна. Такнм образом, все точки А1 , А 2 , ••• 

совпадают, а потому совпада1от и звенья траеI{Торни v с ном ерам11 1, 
Т+ 1, 2Т+ 1, ЗТ+ 1, ... , Т. е. )' - nерИОДИЧеСJ\аЯ ТраеI{Т0р11Я 1 
что протпворечнт условию задачи. 

3 а м е ч а н и е. В пространственном многограннике после-
u 

довательность п1 , п2 , п3 , ••• номеров гранен, от которых отража-

ется би.пьярдный шар, может быть периодичес1{ОЙ, несмотря на 
то, что траектория шара у непериодическая. Это связано с тем, что 
в пространстве кроме параллельных переносов и поворотов вокруг 

u • 
осеи 11ме1отся еще н ви нтовые движения: повороты вокруг осеи 

со сдвигами вдоль них. В этом случае множество точек отражения 
шара от л1обой из граней nk заполняет всюду плотно не1<оторый 

u 

эллипс на этои грани. 

§ В. Тор и ero обмотки 

Временно оставим бильярл,ы в лря~·1оуголь­
нике и обратимся к весьма важным поверхностям, часто 
встречающимся в механике - к торам. Topo.1vt называется по­
верхность, получающаяся при вращении окру>кности S1 от" 
носительно нелересекающей эту окружность прямой 1ИN, 

н " 

А 

НсрцiJцаны Параллели 

Р11с. 8.1 Рис. 8.2 

лежащей в плоскости окру>кности (ри6. 8.1). Фор~1у 
тора имеют надувной спасательный круг, автомобильная 
1<амера, nоверхнос1ь бубли1<а. На торе, как и на сфере, 
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МО)КНО провести А-tери.дuаны - линии пересечения тора со 
всевозможными плоскостями, проходящи~111 через ось вра­

u {ения MN, и параллели. - окружности, получающиеся 
u 

из точек исходнои окружности при вращении относительно 

MN (рис. 8.2). Выбрав на торе «гринвичский меридиан» 
и «Экватор», т. е. зафиксировав меридиан и параллель, 

<< ГринАц_чс1<иii->> 
иерuilиан 

а 

о 

6 

Рис. 8.3 

о а 

о 

ь 

~ложно ввести на нем долготу 'Ф1, отсчитываемую по парал­
лелям от выбранного меридиана, и широту "ф2 , отсчитыва­
емую по меридианам от экватора (рис. 8.3, а). Более точно, 
точка А тора Т имеет координаты ('q,i, 'ф 2), если она полу­
чается из точки О пересечения выбранных линий поворо­
том на угол 1J'2 вдоль меридиана и последующиf\,1 поворото;v1 

на угол 'Ф1 относительно оси MN (оба поворота осуществ­
ляются в выбранных направлениях; рис. 8.3, б). Угл1~1 
~"i и -ф2 будем измерять в радианах; плоская (как в геог­
рафии) карта тора представляет собой квадрат на плоскости 

а ---

j ' ' . 
--
а 

Рис. 8.4 

О~J1'Ф2 : О ~'Ф1 ~2л, О ~'t·2 ~2п. Точки экватора (11'2 =0 или 2rc) 
н «гринвичского меридиана» ('ф1=О или 2n) представ-

u u v 
лены на этои карте дважды - точки нижнен и верхнеи 

стороны квадрата, лежащие на одной верти1<али (т. е. 
точ 1<и вида (~'i, О) и ('ф1, 2n)) изображают одну и. ту же точку 

u ... 

н~з торе; аналогично, точки левои и правои сторон квад" 

Рата лежащие на одной горизонтали, изображают также 
' u 

одну и ту же точку. Будем считать карту резнновои и 
склеим упомянутые точки; на рис. 8.4 склеиваемые етороны 
сбоз начен1")1 одинаковыми бу1<вами (а, Ь) со стрел1<аf\1И, пока· 
зь1ваюu~иrv1и, ка f\ ну>кно с1<леивать эти стороны (стрелку 
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со стрелкой - в то м же направлении). Как и сле­
довало ожидать, в результате получим тор, а сетка ropи-

u u 
зонталеи и вертикален на карте превратится в сетку па-

раллелей JI меридианов на торе. Иногда тор и определяют, 
как поверхность, получающуюся из «резинового» квад-

u u u 

рата указаннои склеикои" 

Рассмотрим теперь простейшее движение точки по тору: 
пусть точка А движется такt что ее широта и долгота ~~е­
няются равномерно - с постоянными скоростяr-.п-1 Ыi и ro 2 • 

'f 2 

о -
Рис. 8.5 

В этом случае можно написать формулы для зависимости 
Фi и 'Ф1 от времени t: 

\J'i = а+ roit, \1'2 = Р + ro2t. 
Здесь имеется в виду, что, как и в тригонометрии, мы ло· 
зволяем координатам ')Ji и 1J'2 принимать произвольные 
(большие 2n и отрицательные) значения, однако не забы· 
ваем, что для любых целых т и п точка о координатами 
('Фi+2nm, 'Ф2+2:п1~) совпадает о точкой о координатами 
('фt, 4ф 2 ). На всей плоскости 0~'11J'2 написанные уравнения 
задают прямую ..р2 = ro2 'Фi +у. Учтем теперь, что в дейст· 

ffi1 

вительности мы ДОЛ)КНЫ считать. что 'Фi и 'ф2 меня1отся 
лишь от О до 2n, так что как только точка, движущаяся 
по этой прямой, доходит до одной Jfз сторон квадрата, 
являющегоGя картой тораt эта точка «перескакивает» в 
соответствующую точку противоположной стороны квад· 
рата и продолжает двигаться по квадрату в том же направ· 

пении, что и раньше - до следующего переска1<11вания 
(рио. 8.5). Таким образом, на карте соответствующий «марш· 
рут» - траектория движения - состоит из отрезков, па­
раллельных друг другу; после склейки квадрата в тор эти 
отрезки склеиваются к непрерывную кривую на торе -­
она обматывает тор с «угловыми» скоростями Юi по энва· 
тору и ro2 по меридиану (на промежуточном этапе склейК11 

мы получаем nвижение по винтовой линии на цилиндре 0 

соотВ€тствующим перескакиванием о одного его основания 
1 l(J 



на другое). Эта кривая называется траекторией об.лtотки 
rпора с itacmomaAtU (w1, uэ2). 

Выясни~·~, когда траектория обмотки тора с частота:rv~и 
(uэ1, uэ2) является э а м к н у то й (п ер и од и ч е с­
к ой). 

Если W1=0, то траектория - это l\1ер 11диан, -И движе" 
ние по нe:rviy периодично с периодо:rv~ T2 =2лfffi 2 • Если ffi 2 =1 

==0, то происходит периодическое движение по параллели. 
Пусть обе частоты Ы1 и uэ 2 отличны от О. Тогда через 
про:rv1ежут1<и вре:rv1ени, кратные Т1 ==2л/uэ1, движущаяся 
точка оказывается н.а одно.1rt и то.лt же Jrtepuдuaнe, а через 
про:rv~ежутки вре1'1ен11, кратные Т2=2л/uэ2 , точка оказы­
вается на одно11 и 1no1':i е параллели. Движение перио" 
дично тогда и то.пько тог-

да, коrда ч~рез не1<оторое 

время Т точк ОI{ажет я в 
с оем первоначальноl\I :rviec" 
те, т. е. на тех же парал" 

.пели и l\1ер11диане. Для а 
этого нужно, чтобы э rот 
промежуток вре:rv1ен11 Т был 
кратен как Т1, та 1< и Т2 , 

Тип(3.1) Тцп (3.2.} 
Рис. 8.6 

т. е. Т=тТi и T=nT2 с 1~елыv1и т и п. Таким образом, 
н еобходимое и достаточное условие 
п е р и о д и ч н о с т и движен11я - это существование на­

туральных т и п та1<их, что 1nT1=nT2 , т. е" m·2л/ro1= 
=п -2л/uэ1!; последнее означает, что число m2/Ыi р а ц и о­
н а л ь н о ( uэ2/ro1 =тlп). 

J;Iтак, если ro1 и uэ 2 , скажем, положительны и соизме­
римы друг с другом, то любая траектория обмотки с ча­
стота:rv~и uэ1, ro 2 периодична. На торе это будет эа:rv~кнутая 
кривая, приче:rvt если uэ2/uэ1 - несократимая дробь, то эта 
кr .1вая п раз обходит тор вдоль параллели и т раз - вдоль 
мер идиана. Такая кривая называется цикло.л1. mtlna (т, п). 

На рис. 8.6, а изображен цикл типа (З, l), а на рис. 
8.6, б - цикл типа (3,2). 

J;Iз получсннь1х рассуждений выте1<ает, что в случае 
не с о и э м е р и ~1 ы х частот ro1 и ш 2 траектория об­
t тки будет непериодuц,еской. 

I(ак же она будет об:rv~атывать тор? Ответ на этот вопрос 
дает 

Т е о р е :rvt а . Если чиоло w=w2lroi иррацио1tальноt 1по 
111обая траектория соо1пветс1rlвуюи,ей обмотки nzopa всюду 

11 тна н.а торе, т. е. проходи11~ черLЗ л1обую ( tколь угодно 
1лу10) облас1пь на ~поре. 
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До к аз а тел ь ст в о" Пусть U-про1Iзвольная область 
на торе; проведеrv~ меридиан S тора, пересека1ощий область 
U по дуге Л (p1Ic" 8. 7), и paccrv1oтpиrv1 последовательные 
точки пересечения траектории обrv~отки тора с этим rvtери­
дианом - Р0, Pi, Р2 , • " •• Точка, двигаясь вдоль траек" 
тории, возвращается на меридиан S через проrv1ежут1<и 

вреl\1ени, равные T1==2л/UJi. За каждый такой промежуток 
вре~1ени долгота точки 'Ф2 rv~еняется на одну и ту же ве"1111-

чину fP=UJ 2T 1 = m2 -2л=rо·2л . Это означает, что точ1{а Pn 
(01 

пересечения траектории с rv1еридианоrv1 S получается из 
IU 

Рис. 8. 7 

предыдущеи точки пе-

ресечения Рп-1 поворо­
тоrv~ на угол qJ == u> · 2л 
вдоль этого rv1ерид11ана. 

В случае и р р а ц и О· 
Н а Л Ь Н О С Т И UJ ИЗ 

тeoperviы Якоби вытека­
ет, что хотя бы одна 
из точек Р п попадет на 

дугу Л. Следователы10, траектор~1я пересечет область lj, 
чrо и требовалось доказать. 

Огi'летиl\·1 также, что, поскольку последовательность 
точек Рп на меридиане S не толы<о всюду плотна, а еще 
и р а в н о 1\·1 е р н о распределена (т. е. точка Рп попадает 
в произвольную дугу Л l\1еридиана S с вероятностыо, равной 
отношению ее длины к дл~1не rv~еридиана) и аналогичное 
утвер>кдение ИI\11еет !\tесто и для про~tзвольной параллели 

на торе, трае1{тuр11я об~1отки тора G иррациональным ro 
заполняет тор р а в н о м е р н о, т. е. движущаяся pae-

u 1-1orv1ep110 вдо"'Iь этои траектории точка проводит в наперед, 

зада11ной области U тора вperviя, пропорциональное ее 
площади. 

Зафиксировав частоты обмотки roi и со~, мы l'ttoжe:\tf 
через к аж д у ю точку тора провести I"раекторию этой 
об1'1отки и рассмотреть все эти траектории сразу. Они 
образу1от так называемый п о т о к траекторийt или ин:1ч~. 
о б м о т I< у т о р а (до с11х пор речь шла -голько о тр:•" 
~кториях об1v1от1<и)" Если чнсло oo=ro 2/(o1 рациональ1и1, 
ro обмотка называется раt{иональной, в протиnноl\1 случа~ 
говорят об U,Г'{1ациональноt1 обrv~отке тора. Все траектори 11 

рациональной обмотки тора периодич.~ы (~ одниl\1 11 тем ж~ 
1Iериодом), а любая трае~<. тор ня иррациональной СС\1\. ~'i' 11 

._-оюду nлonz1-tu заг.олняет тор. 
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i\\ожно интерпретировать упомянутые поток и так: на 
орической планете lГ or д)'ет вет~р - так, что !-t'1 t<Rад­
рате (1<арте тора) 1-1аправление вРтра одинаково во всех 
точках - под yrлor~1 а к оси 0~··1 (риr. 8,8, й)" (~~в на воз­
дуu1ный шар , l'ttЫ полетиl\1 по ветру Е с"1и на~ пове~-Jет с 
погодой - tg а ОJ{ажется и1111ачиона/lЬН.Ы.itt.,--- то наше пу· 
тешествие будет necь~·ia позиавательны~1, иfо \1Ы побынаеrv1 
(благодаря ТОЛЫ{О ветр)', J{оторый, по предпG~ТIО>КtF--ню, 
не ~tеняется) над nceAtu уголк~~tи "llо"vической п ·1aNemtJtl 

~2. 4 
2 п ..,_._.,..~ " 

"~ ~lf,~ 
~ 

о 2rt у.;" 
lJemep 

11а планете Tor 
а 

Рис" 8.8 

6е1.11ер 
на 3енле 

о 

Если >ке tg а будет раци.оналы-tЫАt, 1\iЫ совершим t<v(•;....:·t;ц >e 
круrосветное путешествие», вернувшись n ту же точку" 
(I-Ia сферичесt{ОЙ Зel'ttлe такого ветра не бываеr - это 
вecьl'tta сложная тeopervta. Более простойt но нетри~tиальный 
факт заключается n тorvi, что в t11юбой моrv~ент вреl\1ени на 
Зе~1ле найдется хотя бы одна точка. в которой f1er ветра! 
(рис. 8.8, б). Сущ~ствование таJ{ИХ <1ветров» на тсрt и 

и 

я вляется причинои того, что эта ~1uверхпость -чаете поян-

ляется в задач8х I\1еха11ики. Объяснение же такой исклю 
ч 11те~1ьнr,сти тора состопт в том, что его так называеIVt а н 

эйле-роnа характеристика ранна нулк) . Об эйл~ровой ха ­
Рактеристике поверхностей Cl\i. § 23; боJ1ее подробно об 
:;т,)м и о связи эйлеровой характер ист111{и со свойстваf\1 н 
«ветроn» на поверхноrти - теореrv1ой Пуанкаре о су~1~~ 
ин11ексов векторного поля - IVtoжнo прочитать в 1< ни1 ~ 

В Г. Болтя~1скоrо и В. А. Ефреrv~овича «Нагляднал rono· 
Jrогил» («Библиотечка «Квант», 1982. Вып. 21). 

3 а l\1 е ч а и и е о б о б м о т J{ а х т о р а. Кроме 
конкретного представления тора в виде поверхности буб­
ли1<а, его f\10>I<нo представить и абстрактно, как l\1 1-1ож~­
стnо пар точек ('ф1 , 'Pt), где 'Ф1 и '}J2 независИl\IО друг от друга 
i-1 1 ни~1а1от про и .:J вольные значения от О до 2л~ r. е. l'ttoж110 
считать, что точки ф1 и "ф2 движутся каждая р а Еноrv1ерно 

no своей 01,ружности, а тор {('ф1, ll'~)} - это конфиг!1раt~ио1-t-
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ное прос1пранспzво этих точе1<. Иl\1еI1но поэтому говорят, 
что «тор есть пряIV1ое произведение окружностей» и запи­

сывают это в виде lГ2= S 1 Х S1 • Е~ли при этом отношение 
угловых скоростей (fJ 2/(fJi движущихся по окружностям 
точек иррационально, то это означает, что конфигурацион­
ная траектория точ1<и ф= {1J,i, 'Ф2 ) на торе всюду плотно 
его запо няет, и следовательно, точк11 'Фi и 'Ф2 на своих 
окружностях в некоторый IVtOl\.1eнт времени будут нахо­
диться почти в первоначально1V1 (т. е. в сколь-угодно близ­
ком к нeIYr y) поло>кении. Аналогично, если имеетGя п>2 
окру>I{НОстей, по которым равноIV1ерно движутся точки Р1, 
Р2, . ., Рп, то их конфигурац1-1онным пространстnоf\.t будет 
поверхность п-мерного тора 1Гn=S1 xS1 x ... XS1 (п раз), 
расположенного в 2n-IV1ep HOI\11 пространстве 1R2n== IR. 3 х 
Х ... Х IR.2 (п раз) (абстра1<тныf1 двуIV1ерный тор 1Г2 IVtoжнo 
считать вложеF1ным в 4- IVrep нoe пространство IR.4), по ко. 
тopul\1y движется одна конфигураuионная точка 'Ф= (ф1 , 
Ф2, ... , 'Фп), где О <'Фi <2л, i= 1, ... , п. Если (fJ1, ro2, •. 
. . . ,ron - угловые скорости движения точеJ{ Pi, ... , JJn по 
окружностям, т. е. 'Ф1 =(fJ1t+(f)i, ... , 'Фп= rопt+(f)п, где ({)1, ••• 

. . . , Ч'п - фазы (начальные положения точек на 01<руж­
ностях) , то точка 'Ф (t)= (ro1t+rp1, ... , ffiпt+<vп) оп1Iсывает 
11а торе lГn траекторию обмотки. Оказывается, эта траек­
тория, как и в случае двуl\1ерного тора, либо за.лtкнута, 
либо всюду плотно ваполняет некоторый niop lГk, k-<n. 
(В IVtеханике торы lГn называются лиувиллевскиl\.111 тo­
paIVtИ, а равноIV1ерное дБIIжение точки по тору - «условн~ 

периодическим» дв11жением.) ЗаIV1кнутой траеJ{ТОрия будет, 
если k1(fJi+ • •. +kпffiп =0 при некоторых целых k1, •.• 
• • . , kп, а всюду плотной - если таких целых чисел нет. 

Этт> заl'vtечание дает возIVrожность быстро реши rь не­
простые задачи 8.7-8.10. 

3 а д а ч а 8.1. Какая поверхность получитсяt если у nрямо­
угольника (рис. 8.4) склеить сначала стороны Ь, а потом стороны а? 

3 а д а ч а 8.2. Рассмотрим «резиновый~ 
Ь шестиугольник и склеим попарно его проти· 

воположные стороны, Какая поверхность при 
атом получ-ится? 

Ь 3 а д а ч а 8.3. Какая поверхность полу· 
Ь чится после попарной склейки противополо" 

ных сторон правильного восьмиугольника? 
3 ад а ч а 8.4. Какая поверхность по· 

.лучится, если склеить стороны восьмиуrоль" 
ника так 1 как указано на рис. 8.9? ~ 

Рис. 8.9 3 а д а ч а 8.5. Резиновый мяч (или r.11 :J 

бус) можно вывернуть наизнанку, проделав в нем дырку. /\\" 
ли подобным образом вывернуть наизнанку тор? L то в это~ .... 
чае произойдет с параллелями и меридианами? 
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3 а да ч а 8.6. Нарисуем на торе цикл типа (m, n), затем по­
пожим веревочку на эту кривую и свяжем ее концы, и, наконец, 

убере:м (ун11чтожим) тор, оставив веревочку. В каких случаях 
иа веревочке после р аспутывания не будет узлов? (Рассмотрите 
для начапа цикл типа (3.2) - см. рис. 8.6,б.) 

3 ад а ч а 8.7•. а) Доказать , что существует такое натураль" 
ное n, что числа 2п и зп начинаются с цифры 7 одновременно. 
б) Верно ли то же самое для чисел 2п и 571? 

Решение. а) Мы должны найти такие натуральные числв п и 
k1, k2 , чтобьt ()Дновремеиио выполнялись равенства 7 ~ I Ok1~2п <8· IQk, 
и 7 • lOk2 ~ зri < 8· 10"'• или, иначе, 

ki с;; п lg 2--lg 7 < ki+ lg (8/7). 
k1 .Cnlg3--1g7 < ki+lg{8/7). 

Если вспомнить решение задачи про первые цифры чисел 2п в 
конце § 2, то мы приходим к следующей ситуации: на одной и 
той же окружности SJ. длины 1 отмечена дуга д длина lg (8/7) и 
точка Р0--отпечаток числа (- lg 7) при намотке чнсловой оси RJ. 
на эту окружность ; точка Р0 «раздваивается» на две Р~ и р'~ (обе 
они сливаются о Р0) и каждая из иих начинает «прыгать» по ок· 
ружиости в о.пну сторону прыжками величиной lg2 и lgЗ соот-

' , , 
ветственно ; в результате возника1от их «следы» Р1, Р2• Ра ••. и 

#J " " Р1 • Р2, Ра, ••• Надо доказать, что через некоторое рввное число 
п прыжков обе вти точки окажутся на указанном интервэле Л-это 
п и будет искомым. 

Рассматривая конфигурационное пространство пар точек (Р~, 
Р~), получаем двумерный тор T 1 1:2SJ.xS1 , причем угловая скорость 
движения конфигурационной точки Р=(Р~ . Р~) по меридиану тора 
(по первому экземпляру окружности SJ) равн а ffii = lg 2. а yr ловая 
ск орость движения по параллели тора (второму экземпляру S1) 

р (} вна m2 = lg 3. Если бы движение конфигурационной точки Р по 
тору Т2 быпо неп рерывным, то ее траектория заполнила бы зтот 
тор всюду плотно. Однако движение точки Р дискретно-она 
«скачет», меняя свое положение на торе только в целочисленные 

: ' i 1енты времени t = 1, 2, 3, ••. , п, ..• , и поэтому теорему об 
о )мотках тора применить здесь нельзя. Доказать , что множество 
о:следов» точки р всюду nлотио на торе т~. можно, еtли каким­
то образом удастся дискретное движение точки Р превратить в 
непрерывное так . чтобы пол}чипась некоторая обмотка тора, ноt 
разумеется, ътже ие двумерного. 

l\·lожно пост~пить спедующим образом. Введем формально еще 
одиу окружность, по которой запустим третью точку, Р~". кото­
рая будет двигаться непрерывно с постоянной ътrловой скоростью 
rоз-1. Рассмотрим конфигурационное пространство трех точек 
(Р') рп" рrн), каждая из которых движется по своей окружности 
длин,: 1-nервые две движутея равномерно Q ътrловыми скорос­
тями Юi и m~, в третья движется равномерно с ътгловой ско" 
ростью m8 • Им является трехмерный тор T 3 ==S1 xs1xs1 и по нему 
Rоuфиrурационная точкв Р = (Р ' -, Р11 , P~'l) движется уже непре­
рь1вио, аадвваи обмотку тора Т8 • Исходный тор Т2 можно пред­
ставлять себе расположенным в трехмерном торе уз так же, как 
окружность s1 в торе Т2 - в виде параллели (Е_ис. 8.2); тогда 
Рассматриваемая обмотка тора Т3 переаекает тор U ~ через р а в-
11 ы (ед,i ничные) промежутки времени и оставляет на этой «дву-
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а.tерной параллели» следы-точки пересечения Рп =(Р~, Р;; ) , ко. 
торые явля1отся конфигурационными точиами на торе lr 2• Пс,лу. 
чснная об\~ОТI\а тора Т3 , по сделанному в конце § 8 замечанию 
будет вс1оду плотной в Т3 , если A*=k1w1 +k2ro2+k3ro3 ":f::. О пр~ 
всех целых k1, k2, k3 . В нашем случае выр<-1жение для 'А имеет 
вид Л= k1 lg2+k2 lgЗ+k3, и если бы оно принимало i>н а чение О 
при некоторых целых k1, k2, k3, то 1oл=2k1Зk2JOka=I, откуда 
ki=k2 = k3 =0 в силу взаимной простоты чисел 2, 3, 5. Значит, 
;" f= О при всех целых ki~ k2, kз, поэтому обмотка всюду плотна 
rra lГ3 и, следовательно, точки ее пересечения с lГ2 заполняют 
тор Т2 всюду плотно, что и требовалось доказать. 

б) Если первая цифра у чисел 2п и 5п равна х, то, представив 
эти числа в виде 2п =СХ· 1оп, Sn == ~.1оп (О <а, ~ < 1), видим. ~то 
при х < 3 а~ < 1 и поэтому произведение самих чисел меньше 
10" - противоречие; при х > 3 сх~ > 1 и тогда произведение сами~ 
чисел больше ~оп-опять противоречие. Поэтому остается толь1<0 
возможность х=З: при перемножении сх на ~ «В столбик» проке" 
ходит перенос единицы в разряд единиц, т. е. (0,3 ..• )· (0,3 ••• ) 
превращается в 1,000 ..• О. 

11так, одновременно числа 21l и 5п 11огут 1-Lа'iuнаться только о 
тройки (например. при n=5). И это иесмотря на то, что каж.nое 
из этих чисел может начинатnся с произвольной цифрыf 

Геометрически возникшее явление объясняется тем, что по­
строенная в пункте aj обмот1<а трехмерного тора уже не будет 
вс1оду плотной в нем;в силуравенства2·5=10число 'A=k1 1g2+ 
+ k 2 lg 5 +kз может стать равным нулю при некоторых целых k1, 
k2 , k3 (ка1<их?) ; поэтому эта обмотка будет пересекать двумерный 
тор Т2 по множеству точек, не всюду плотному на lГ2 (так как 
сама обмотка тора lГ3 в рассматриваемом случае всюду плотно 
заполняет лишь не1<оторый двумерный тор, расположенный в "f3, 
но не совпадающий с Т2) . 

Задача пункта б) п редлагалась первым из авторов для реше· 
ния в журнал~ «Квант» (19B8t No 4). Предлагаем решить <"1нало­

rичну10 задачу для троек чисел 2п, 3п. 
7п И 2п, 3п , sп . 

Рис. 8.10 

3 а д а ч а 8.8. Вокруг Солнца вра­
щается планета с радиусом орбиты Rt 
а вокруг нее в той же плоскости -
спутник с радиусом орбиты r, причем 
угловые скорости их вращения иесо· 
измеримы. До1tс.эать, что спутник за" 
полнит всюду плотно ItОЛЬЦО с цен1 ром 
в Солнце, внутренний радиус которого 
равен (R-r), а внешний - (R+r). 

3 а м & ч а и и е. ~'казанная систе· 
ма «Сол1Iце - планета - спу1ник·1> но· 
сит еще название «двойной маятник»; 
его конфигурационное пространство-­
тор Т2 (рис " 8.1 О). 

З а д а ч а 8.9. Рассмотрим с11сте· 
му, состоящу10 из двух планет одинакового радиуса в>О, враnr.s­
ющихся по окружностям различных радиусов с общим центром 
О и расположенных в различных плоскостях (бопее близкая В>О 
плане1 а А видна под большим углом из точки О, чем планета ~ 
доказать. что е ли отношение угловых скоростей вращения пла 

116 



нет иррацпонально, то затмение более далекой планеты близкой 
nланетой (с точки зрения наблюдателя, находящегося в центре О 
системы) будет происходить бесконечное число раз. 

Р е ш е н н е. Затмение происходи-r, если в данный момент 
в el\leн11 t nланеты А и В сжазыва1отся близко к одному из двух 
лучей, на которые точка О разбивает прямую пересечения пло­
скостей орбпт (рис. 8.11). Если (~0 , ф0) - точка тора, соответству­
ющая положению планет на таком луче АМ, то затм ение произой­
дет, если точ1<а тора (~. '1-1), соответствующая положен1по планет в 
момент времени t, удовлетворяет условию 1 ~-(})0 1+ 1 'Ф-'Фо 1 < 
<1'1-1'2, где 1'1 и 1'2 - углы, под которыми видны планеты из 
1 ··чки О. Такие точки (~, 'ф) образуют квадрат с центром в точ1<е 
(rp0 , 'Фо) и диаrоиалыо 2 (у1 -1'2 ) . Есл и в момент времени t= О поло­
жения центров планет А, В характеризуются углами CL и ~, то в 
nроизвольный момент t соответствующие им углы будут равны 

qi=(l)1f+cx, ф=ro2t+~. откуда 'Ф-Ь = ro2 и 'Ф= ro2 ip+'" где 
tp-a roi ro1 

(!)~ А 
Л=--еt+...,. Координаты <р, 'Ф связаны, таким образом, линей" 

(1)1 

ным соотношением , задающим на плоскости Oqrф прямую с угловым 
коsффицпентом ro2/ ro1• В силу пррацио" А 
нальности ro2/ ro1 на торе возникает и р· \ 
р а ц и о н а л ь н а я обf\-1 0ТКа, и ПОЭТО\1У ----'\r-7'..._.t'-.J 

к нфигурационная точка ('F. 'Ф) рано или ·.L--J-~_.., {J 
поздно подойдет к тоqке (<р0 , 'Ф0), что и до­
казывает требуемое: найдется бесконечное 
множество точек (tp, ф), для которых бу­
дет происходить зат~~~ение. Задача ре" 
шена. 

3 ад а ч а 8.1 О. Из некоторой точ1<и 
с ернческой планеты одновременно отпра­
вились в бесконечное путешествие два 

Рис. 8.11 

путешественника, ка>кдый по своему большому кругу и со своей 
постоянной с1<оростыо. Доказать . что путешественни1<и вновь вс 1ре-

u 

тятся, т. е. расстояние между ними в не1<оторыи момент станет 

меньше 1 м. 
3 а да ч а 8.11. Двое ~ часов со стрелками идут равно:н ~рно, 

но одни из них немного отстают. а) Доказать, что в какой- 10 мо­
мент показания часов будут отличаться менее чем на 1 с. б)* Ре­
шить ту же задачу для п равномерно идущих часов со стрел1{ами: 

доказать, что найдется моме•п времени, когда показани я л1обой 
пары часов будут отличаться менее чем на 1 с. 

§ 9. БиJ1ьярд в прямоугольнике и тор 

Напоf\.1ним, что в § 7 для изучения траекторий 
бильярда в пряrv~оугольнике Q=ABCD была предложена 
СЛ~дующая констру1<ция. 

Пре>кде всего с поrv~ощью отражений относительно 
сrорон прямоугольни1{а ABCD, а также относительно 
сторон уже отраженных пря~11оуrольников эarviocтп rvt всю 
fIJiocкocть прямоуrольникаrv~и Qm.n' равныf\.1И ABCD= 
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=Q0 , 0 • Пряl\1оугол ник Qm, п получается из лря:rv1оуголь­
ника А CD с по:rv1ощью т последовательных тражений 
относительно вертикальных сторон Jf п последовательных 

отражений относительно горизонtальных осей (рис. 9.1,а). 
Проведя на заl\.1ощенной описанныl\1 образо:rv1 плоскости 
прямую MN t 1'.1Ы l\.1oжe:rv1 с по~11ощью обратных отражений 
ее куски, лежащие в п я:rv1oy ольнии:а Qm, nt перевести 
в исходный пряl\.1оу1~ольник Q0 , 0 • Тем самыl\.1 из пря:rv1ой 

fJт,n 

}] с fl11 

~~: ~~-i/-~:.? fl10 

в 

а б 

Рис" 9.1 

MN мы получим траекторию бильярда в прямоугольнике 
Q0 , 0 (р ИС. 9 .1, б). 

Удобно изучать не одну бильярдную траекторию от­
дельно, а целый пучок траекторий. Для этого на за:rv1ощен· 
ной плоскости проведем ce.Jrteticnzвo параллельных д11уг 
другу пряАtЫХ с углоl\.1 наклона а к оси АВ. Теперь эа~1е­
ти~1, что нет необходиrv1ости расс:rv1атривать этот пучок пря-

" :rv1ыx на в се и плоскости, а дuстаточно ограничиться 

четырь:rvrя пряl\1оугольникаl\.1И - Q0,0, Q1,o, Qo
1
1 и Q1,1' 

обраэующи:rv1 11 один большой пря:rv1оугольник П==АА1А}А1 

(рис. 9.1, в). Допустим, траектория MN нашего пучка в 
точке М1 покидает пря:rv1оугольник П. Дву:rvrя отражения~11И 
относительно прямых A 1Al и DD1 мы возвращае.лt луч M1N 
внутри пря:rv1оугольника П. Ко:rvrпозиция упо:rv1янутых от-

----+-

ражений есть параллельный пере ос на вектор А 1А, и 
луч M1N при этоl\.1 переносе переходит в луч M ~N' . В свvю 
очередь, когда луч M~N' в точке М2 выходит опять нз 
прs1l\.1оугольника 1 мы о поl\.1ощью параллельного nере-

нпса, задаваеi1ого ект ром А 1А, переносиl\.1 луч М 2N' 
внутрь П, и так далее. l\.1e то того, чтобы расс:rv1атр11ва:ь 
движение шара по пря:rv1ой MN, :rvrы можем (и, как :rvrы сt.:И"' 
час увидим, это более удобно) считать, что доходя до rvа­
ницы пряf\~1оугольника П, шар переска ивает в соотв"Т· 
ствующую точку противоположной стороны и двFtw гс~ 
в том же направлении до следующего перескакива~ 
такиl\.1 uбpaзo:rvr, траt;ктория шара состоит из n tледL d" 
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тельности параллельных отрезков на пряl\.1оугольнике П. 
Чтобы получить из этой траектории траекторию бильярда, 
достаточно перегнуть пряrv1оугольни1< П по средним ли­
ниям (рис. 9.2) . Пряrv~оугольник П назовем «фундаrv~ен­
тальным пряrv1оугольникоrv1» для исходного пряrv~оуголь­

ного бильярда" 
Конечно, более удобно рассrv~атривать движение по 

непрерьюНЬlМ траекториям. Для этого достаточно склеить 
соответствующие точки противоположных сторон: склеить 

ь ь 

. [ifД]l()ь 

Рис. 9.2 Рис. 9.3 

верхнюю и нижнюю стороны а в пряrv~оугольни ке П, по­
лучив цилиндр, а затем боковые стороны Ь (рис. 9.3)" 
Ясно, что после с1<лейки оснований цилиндра получится 
тор, а рассмотренные выше траектории станут непрерыв­

ными - это и будут траек1пории обАtотки тора! 
Найдем ч а с т о т ы этой обrv~отки. Если считать, 

ч · ·о бильярдный шар движется со скоростью 1, то при 
дв ижении под углоrv1 а к стороне АВ пряrv~оугольника 
ABCD проеr<ции скорости на горизонтальную и верти­
ка ьную оси равны V1 =cos а и V2=siп а. В терминах 
координат на торе Vi и V2 - это скорости движения кон­

qн1гурационной точки вдоль параллелей и вдопь rv~еридиа­
нов. В нашем случае тор склеен из прямоугольника П со 
с1оронами 2а1 и 2а2 (здесь ai=AB, а2=АD-стороны исход­
ного пряrv~оугольника ABCD) и периоды движе1-1ия по эква-

2а1 2ai 2а2 2а2 тору и по rv~еридиану равны Т1 = -= • Т2=-== . • 
Vi COS (/... t'2 SIЛ а.. 

Согласно определению, соответствующие частоты равны 
2л cos а.. slna 

ffi1=-T =П ' 
1 а1 

ffi2=П • 
а2 

119 



Вспо:rv1нив результаты § 8, получаем: 
(u2 й1 

(1) если число ro=-=--tga рационально, то опи-
(u1 а2 

санная об"~tопzка тора рациональна, и все ее mpaeкtnopuu 
периодичны; 

а-

(2) случаю иррациональнос1пи ro = __!_ tg а соответс1пвует 
а2 

иррационалышя об.Jнотка тора, и тогда любая траектория 
обАtот.ки всюд лотно заполняет тор. 

Поскольку бильярдный поток на пря:rv1оугольнике Q= 
= ABCD получается из обl'Уrотки тора (или, что то же самое, 
«пот ка с перес1<акиваниеrv1» на пряl'У1оугольнике П) скла­
дывание.лt тора вчетверо, соответствующиl\.1 складыванию 
пря~1оугольника П по средниl'v1 линияl'vt, мы получаем из 
р а u и о н а л ь н ы х обl'v1оток тора пучки п е р и о­
д и ч е с к и х бильярдных траекторий на пряrvrоуголь­
нике Q, а из и р р а u и о н а л ь н ы х обl\.1оток - пучки 
н е n е р и о д и ч е с к и х и в с 10 д у п л о т н ы х на 

пр яl'Уrоуrольнике Q траекторий бильярда. Tervr cal\1Ыrvr тео­
рема 2 из § 7 о всюду плотности бильярдных траекторий 
доказана. 

Ре3юмируеl'v1 проделанное в § 7 -9. 
Бильярд в пря.л.tоугольнике удае11zся свести к 06Jио1пкам 

тора. при зпzом пzраектории vuльярда оказываюп1ся либо 
периодtJ.чески.JИll, либо вс1оду плоп-zныл~и в пряАtоуголь.чике; 
11.ериодtJ.чность (ил всюду пло11zность) траекп1ории опреде­
ляется олько НllчальныАt направление"~~ движения, но не 
зависиttz от начального положения 1.иара. 

1( изучению бильярдов в rvrногоугольни1<ах rvrы вернемся 
nозже, в гл. 8 и 9, а сейчас в виде задач затронем несколы<о 
и тересных вопросов, связанных с oбrvroткarv1 и тора. 

3 а д а ч rl 9.1 (с . § 22). Доl<аэать, что для бильярда в равно­
бедренном прямоугольном треугольни 1<е любая неособая траек­
торпя лнбо периодична, ибо всюду плотно апол ет треуголь­
ник. Показать, что особые траектории этого бильярда (т. е. те тра­
ектории~ которые попадаюr в вершины) можно естественным об­
разом продолжить а вершины (см. задачу 7.5) так, что они оказы­
ва1отся опя·1ь либо периодическими, либо всюду плотными. 

3 а д а ч а 9.2 (см. § 22). Доказать у·rве жден е аадачи 9.1 для 
бильярда равностороннем треугольнике. (Для этого попытайтесь 
обобп1и1ь рассмот ения sтoro параграфа на случай 11лоскости. 
а ощенно i равносторонними треугольниками - попробуйте ог­
раничиться несколькими треугольниками~ К8 выше мы ограни· 
чились четырьмя прямоугольниками; постройте затем «поток с 
перескакиванием» .) 

3 дач а 9.3 (см. § 15 и гл. 7). Лри изучении бнл ьярдов 8 

мно1·оугольни1<ах (например в треуrоль н икях) возникfJет следУ10"" 
щий вопрос - ие может ли бильярдная траектория «застря rьi 
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в угле (не попасть точно в вершину угла, а «запутаться» около 
вершины - конечно, если так быnает, то эти траекторпи не могут 
быть всюду п.11отнымиl)? Ответьте на этот вопрос. Сфор\1улируем 
задачу более точно. 

Дан угол А раднанноii величины а. Бпльярдный шарик за­
летает внутрь этого угла. Сколько может nроизойти столкновений 
шара со сторонами угла, nрежде чем шар вы­

летит из угла и nолетит без стол1{новений? 
(Стороны угла - бесконечные лучи; рис. 9.4)" 
Может ли быть бесконечно много столкно­
вений? (Рассмотрите сначала случаи а= 
= n/2, л/4, л/З, 2п/5 . ) Докажнте, что шар вы­
лет1~т из угла в наnравлении, параллельном А 
наn р авлени10 влета, тогда и только тог да, 

когда a=nln, где п - натуральное число. 
А 

Прн доказательстве теоремы 2 из § 7 
м жно было восnользоваться следующей лем-

" мои. 

3 а д а ч а 9.4 ( ле11t~~а о зайцах). R не­
котором узле О квадратной реше ки на> 
днтся охотник, а в остальных узлах с11дят Рис. 9.4 

u 

одинаковые и одинаково расnоложенные заи-

цы - кружки радиуса Е с центра!'\111 в этих узлах. Охотник нау­
гад стреляет (траектория nули - луч l, выходяший из точки О). 
Вернется ли он домой с добычей? 

Р е ш е н и е. Если траектория пули nроходит через узел, от­
личный от точки О, то заяц" сидящий в этом узле, будет убит «В 

самое сердце» (в центр кружка). 
l Поэтому интересен только тот слу-

-1--........._--4----+--r--~~ чай, когда узел О - единственный 

Рис. 9.5 

на траектории nули, т. е. тангенс 

уrла наклона луча l к осн Ох и р­
р а ц и о н а л е н. Оказывается, что 
и в этом слу1.Jае какой-нибудь заяц 
будет убит. Обозначим точки nере­
сечения луча l с вертикальными пря­
мыми сетки через А0=0, А1 , А 2 , 
А 3 , ••• , Ап, ... (рис. 9.5). Сов­
меС'fим все квадраты решетt{И, кото­

рые nересекает луч l, с кnадратом 
OMNK" тогда каждая точка Ап nе-
рейдет в некоторую точк}' А~ на сто­
роне М N. 1-lайдутся такие точки 

1 , 

Ат и Am+k, расстоя1iие между кото-
рымн будет меньшG Е (nочему?). 
Докажите самостоятельно, что тогда 
расстояние от точки А k до одного 

из узлов решетки меиьше в (в частности, если А~ и A:n+k сов-
11dдают, то А k бу де1 узлом решеткli)" 

Решение этой задачи nочти восnроизnодит доказательство 
теоремы Якоби, и то обстоятельстnо, что ли из точек nрямой, 
sа11олня1ощих ее всюду плотно, выпустить пучо1{ nар аллельных 
nрямых, 10 они заnол11я1от всюду плотно всю nлoc1toc 1 ь. 



Гл ава 4 

ФИЗИКА ПРЯМОУГОЛЬНОГО БИЛЬЯРДА 

Эта ГЛ(}Ва посвящена как фигурам Лиссажу, 
так и их изображениям на экране осциллографа, хорошо 
нзвес"гньп~1. физикам-электронщикам. !vlы приведем мате­
rv1атическое определение э"гих понятий и свяжем их (с 
помощью осциллографа) с бильярдом в прямоугольнике 
и обмотками "гора, а "Гакже решим с помощью обмоток "Гора 
01~ну rеометричес1<ую задачу об обнаружении неподвиж­
ного объеК"Га на ПЛОСКОС"ГИ. 

Основной материал этой главы мы будем «разбавлять» 
задачами, решения ко"горых (иногда приводимые в тексте) 
используются для получения последующих результатов, 

поэтому жела"гельно, чтобы читатель принял ак"гивное 
} частие в решении этих задач. 

§ 10. Фигуры Лиссажу *) 

Фигурами Лиссажу называю"гся кривые на 
плоскости Оху, описываемые во времени t точкой с l(Оор­
дн натами х (t), у (t), где 

Х (t) = G1 COS ( ro1t + <r1)1 (1) 
у (t) = а2 cos (ro 2t + (f)2), 

когда -t меняе"гся О"Г -оо до + оо . Здесь а1>О1 а2>0 -­
постоянные, называемые а1.11,плитуда1.1и фигуры Лисса· 
жу; roi>O, ro 2>0 - пос"гоянные, называемые частота.лtи 
фигуры Лиссажу; (f)i и (f)2 - постоянные, называеf\-1ые 
начальным11 фазами. Другими словами, фигурой Лисса,,СУ 
называется траектория точки, коrпорая движется по 

*) Лиссажу Жюль Антуан (1822-1880) - французский физи~: 
Фигуры, названные его имене:м, он применил для оптическоrо и 
следования сложения колебаний. 
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плоскости Оху trzaк, чпzо ее координа111ы х и у coвepzua101n 
гарJ.tонические колебания, т. е. меняются по гармониче­
с1<ому закону (1). Ф11гуры Л~~ссажу мож но наблюдать на 
экране осuиллографа, подавая соответствующие напряжения 
1а горизонтальную и вертикальную оси. 

Поскольку при л1обо~·1 t выполнены неравенства 

l x(t) f ~a1, l y(t) l ~a2, 

фигура Лиссажу целикоl\1 ле1к11т в пря~·~оугольнике Q 
азмерами 2а1 на 2а2 с центром в начале координат. Да­

лее, если cos (ffi1i+({)1)=± 1, то при этих значен11ях t фи­
ура Лиссажу соприкасается с в е р т и к а л ь н ы м и 

сторонаl\1и прямоугольни 1<а Q, а при t та1<их, что cos ( ffi 2t+ 
+({)2)=±1, фигура Лиссажу касаеrrся r о р и з о н rr аль­
ы х сторон Q. 
Замет11м, что 1<оорд11ната х (t) ~~еняется пер11одически 

с периодом Т1=2л/юi и координата y(t) - тоже nериодн· 
1ески, но с другим периодом - Т2=2л/ю2 • Движение 
точки (x(t), y (t)) будет п ер и одическим в TOI\1 и 
только том случае, когда для некоторых uелых тип тТ1= 
=пТ2 , т. е. когда Т1 и Т2 couзJ.tepu.лtы (продумайте это). 

Посколы<у ~1 = (0
2

, условие периоди•шос-rи состоит в 
2 Ыt 

@2 
п циональности ч11сла ffi = - . 

@1 

Сейчас мы укаже~~ удобный способ изображения фи­
гур Лиссажу, а заодно nолучим информацию о поведении 
непер иодическ1I х фигур Ли ссажу. Прежде всего, введем 
Вl\1есто t новую переf\1енную 

и= ffi1t + ({)1; 

когда t 1\1еняется от -оо до + оо, и тоже меняется от -оо 
до + оо, и наоборот. Вырази~~ t через и: 

1 1 
t = Wt и- ffi{ {fj 

и подставиf\1 полученное выражение в формулу для у (t) ; 
я результате возникнет следующая ;3ав11симость у от и: 

у (и) = а2 cos (ffiu + ~) = а2 cos ffi (и-а), 

где u)=u)2/ffi1, rx=-~/u), ~=({)2-ffi({)i. Наконеu, выбереl\1 
за един1Iuу ~~асштаба а1, т. е. заменим ai на 1, а2 на а= 
=a2/ai. Теперь формулы, задающие фигуру Лпссажу, 
11ри ни~1ают совсем простой вид: 

х (и):;: cos и, у (tt) = acos (ffi (tt - rx)). 
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На рис. 10.1 нарисованы выроn<денные фигуры Лисса.1hу 
с фазой а=О, ю=l (рис. 10. 1, а) и ro = 2 (рис. 10.1, 6): 
nри ro==: l и а==О у=а cos и ==ах и мы nолучаеl\.1 дважды 
прОХОДНI\1ЫЙ отреЗОI{ ПрЯ1\1ОЙ; eciIИ ю=2 и а=О, то У= 

!J =a cos2u=a(2cos2 u-1)=2ax2-a и 
соответствующая фигура Лиссажу -
дважды проходиrv~ая дуга парабоLпы. 

------
!/ 

х 

a =D 
ы=1 

а 3 ад а ч а 10.l" Докажите, что лри 
а=О и ы=n (п - натуральное число) фи" 
гур~ Лиссажу представляет собою часть 
гр афика м ногочлена степени п: у= Тп (х). 
(Многочлены t nолуча101диеся таким обра" 
зом t называ101·ся многочлена111и Чебы~ие· 
ва * ).) 

Рис. 10" 1 

В общеl\1 случае (при a::,;t=O) у нель. 
зя разумныl\'f образоl\t выразить через 
х1 и l\.tЫ поступ1-11\1 иначе. Чтобы нари­
совать на плоскости Оху заданную 
уравненияl\IИ (2) фигуру Лиссажу, 

которую мы обозначим L (ю, а), нарисуем сначала на 
вспоl\1огательной пL11ос1{ости Оиу график функuии 

у= а cos rou, 

который обозначим Г ro· Чтобы получить график Г (1). а 
фун1{ци и у=а cos ю (и-а), достаточно перенести график 
Г (1) на а вдоль оси Ou (рис . 10"2). 

Paccl\-Ioтpиl\·I бесконечный прямой 
1<руговой цилиндр радиуса l, на кото­
роl\1 выделен:а одна образующая - ось 
Оу - и одна направляющая - 01<руж­
ность S. Приложим плоскость Ouy к 
цилиндру, СОВl\Iестив оси Оу на плос1{ОС'fИ 
и на uнлиндре та1<, чтобы ось Ои каса· 
лась окру:>I<ности S. Теперь HaI\1oтael\I 
всю плоскость Ouy на цилиндр (рис. 
10.3) . Ко11ечно, процедура намотки лишь 
воображаеl\·t ая ; плоскос'rь считается «бес-

u t_t ~ 

конечно тонкои», прозрачнои - на неи 

ЛИШЬ OTl\IeЧeHa кривая Г") • ,~ (указанная 
u 

"-v-1 
а; 

Рис. 10.2 
намо"ГJ{а аналогична наl\·tотке прямои 

IR.1 на окружность при решении числовой задачи в § 2). 
Эта кривая, наrv1о'rанная на цилиндр, дает пространст· 

*) П. Л. Че6ыиLев (1821-1894)- крупнейший русский мате· 
матик, основоположник петербургской математической школы:• 
Многочле11ы, назван иые его именем, явля1отся многочленами, <. нaUI· 
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венную кривую, котору10 обозначиf\-1 Г(о), rx). За\1етим, 
что переносу на а по оси Ou, при котороrv1 из графика 
Г ro получается график Г ы, с~, соответствует (после На J\1отки 
n,11оскости н а uнлиндр) поворо'"r около оси nилиндра Oilf1 
на угол а радиан. Отсюда еле" ( 
дует, что для получения кри" 

ВОЙ Г (ro, а) МОЖНО ПОС'"ГУПIIТЬ 
так: намотать на цилиндр 

график r (11 функции у=== 
~a cos(wu) и полученную кри- . ~~ 

вую Г(о)) поверну'"rь на угол 
а около оси О1У1 (рис. 10.4). 

Итак, мы получ11ли прост- s_ 
р эНС'"fБеННУЮ Кривую Г (ro, а), 
лежащую на цилиндре. Вооб­
ще говоря, эта кривая будет 
1 1r,1e'"rь точки самопересечения. Рис. 10.З Рис . 10.4 
Она целикоf\.1 лежит в кус1<е 
11 1 линдра 1 у 1 ~а около окружности S на цилиндре (это 
<(J· ольuо» получается после намотки на цилиндр полосы 

j у f ~а плоскости Оиу); точкаr-w·1 касания графика Г ro. а. 

2А ~ 
' 

Рис. 10.5 

с прямы1\1и у=±а соответствуют точки касания I<ривой 

Г(w, а) с верхней и нижней окружноСТЯ1\1И S( + J JI s(-)t 

ограничивающиrv1и упоf\.·tянутый кусок 1.1.илиндра (рис . 10.4). 
Наконец, приложим к uилиндру с изображенной на Неl\л 

кр ивой Г(rо, а) плоскость Оху так, чтоб 1 своей осью Оу 
она I< асалась цилиндра по образующей О2У2, nолуча1ощейся 
Из образующей uилиндра Оу поворотом на n/2 01<оло оси 
О1У1" После Э'"fОГО спроеI<Тl!руем кривую r (ro, а) с цил индра 

Менее уклоия1ощимися от нулях~ (см " научно-популярную книгу: 
да н и л о в 10. А. Мно1·очлены Чебышева.- Минск: Вьнuэйшая 
щкола, 1984). 
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на плоскость Оху - так сказать, посмотрим на .кривую 
Г (ffit а) сбоку - так, чтобы ось цилиндра 0@1 слилась с 
образующей О2у2 цилиндра и осью Оу на плоскости, а 
образующая цилиндра Оу спроектировалась в прямую 
х= 1 (рис. 10.5). 

3 а д а ч а 10.2" Доказать , что проекци~ кривой Г (m, а) на 
плоскость Оху есть фигура Лиссажу L(ы, а). 

Р е ш е и и е. Точка (и, а cos ы (и-а)) графика Г (1), а после 
намотки плоскости Оиу на цилиндр vперейдет в точку цилиндра U, 

высота которои над окружностыо S по наn" 
А О .х равляющей циливдра равна h=a cos m(и-а), 

и при проекции на плоскость Оху точка U 
перейдет в точку U' с ординатой y=h= 
=cos m (и-а). Чтобы найти абсциссу точкп U', 
расс1'.tотрим точку М, в которой проходящая 
через U направля1ощая цилиндра пересекает 
окружность S (рис. 10.6). Угол L 01 0 2M. 

8 согласно определению намотки, равен и, 11 
координата по оси Ох проекции М на Ох 

Рис. 10.6 равна 0 2 M'=cos и. Таким образом, проек-
ция точки U на плоскость Оху имеет коор­

дн наты (х, у)= (cos и, cos m (и-а)). что и требовалось доказать. 

Итак,~ для построения фигур Лиссажу L((J), а) доста­
точно намотать к о с и н у с о и д у у=а cos ffiU на uилиндр 

и затем спроектировать ее на соответствующую плоскость 

(повернув перед этим на угол а кривую или плоскость 
Oxyl). Та1< ИI\1 образом, чтобы нарисовать се м е й ст в о 
фигур Л исса>I<У L ( ffi, а) с фиксированныl\I ffi и разны1\1И а, 
достаточ1Iо построить всего лишь од н у I<ривую - uи· 

линдрическую косинусо11ду Г (ffi)" Рассrv1отр11м несколько 
частных случаев. 

Случ а й w=l. При намотке косинусоиды y=acosu 
на единичный цил11ндр один период (О ~и<2n) косину­
соиды наложится на uилr1ндр ровно один раз, и Г(l) будет 
заl\tкну~rой кривой с одним минимумоl\t и одНИI\I максимуJ.\.1о:м 
(самой высокой и самьй низкой точкой, если высоту из· 
мерять по образующим uилиндра). 

3 а д а ч а 10.З. Доказать, что кривая Г(I) - пл о с к а я, 
r. е" целиком лежит в одной плоскости. (Эта кривая есть сечение 
цилиндра плоскость10 . } 

3 ад в ч а 10.4. Доказать , что сечен ие цилиндра плоскостью. 
наклонной к его оси, есть эллипс (определение еллипса см. в § 4). 
(Решение вrой вадачи с помощью сфер Данделеиа приведено в 
§ 4 - см. вадачу 4.4.) 

сРассматриваи» получен~ую кривую а разных сТОР~j 
нетрудно изобразить семеиство фигур Лиссажу с ro 
(т. е. о Юi= (t) 2). Поскольку перпендикулярная проекuи~ 
зллипса есть либо круг, либо опять эллипс, фигуры лис 
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сажу с ы= l суть эллипсы, вписанные в прямоугольник П 
(рис. 1О.7). 

С л у ч а й ы=2. Два периода косинусоиды у=а cos 2и 
u 

дадут при намо·-гке на единичныи цилиндр только о д и н 

2rt 

Рис. 10.7 Рис. 10.8 

слой на цилиндре, и 1<ривая Г (2) имеет 2 минимуrv~а и 2 
максимума. Полученная кривая уже не плоская (она 
похожа на проволочное седло). Ее «рас­
Сl\1отрение» дает семейство фигур Лисса>ку 
с u)=2 (рис. 10.8). 

С л у ч а й ы=З/2. Кривая Г (3/2) на 
цили11дре замкнется, когда l\1Ы наl\1отаем на 

него д в а слоя - три периода косинусоиды 
3 

У= acos 2 и. Эта кривая буде"r име"rь само-
пересечение уже на uилиндре. Изобразите 
каку10- нибудь из соответс"rвующих фигур 
JI1 ссажу (рис. 10.9). 

При рассмотрении фигур Лиссажу с 
W- 1 и ы-2 бросается в rлаза их сход-· 
ство с семействаl\IИ периодических "rраек· 
торий бильярда в прямоугольнике (см. 

Рис. 10.9 

Рис. 7. 1), только у трае1<торий бильярда BI\1ec"ro точе1< 
к ания со сторонами прямоугольника - точ1<JI И&i.11orv1a. 
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Это сходство отнюдь не случайно, и мы его обсудим в СJiе­
дуюш,ем параграфе (полу~·~айте над э"rим вопросом само" 
стоятельно). 

Зайl\1е~·1ся теперь непериодическиl\1и фигура~~и Лиссажу. 
Т е о р е м а. Любая непериодическая фигура Лиссажу 

вс1оду плотно заполняеrп 1zр.яJ~1оуголыtuк П == { f х 1 ~ 1, 
IYl~a}. 
Д о 1\. а з а "Г е л ь с т в о. ПоскоLпьку фигура Лиссажу 

L (ю, rx) получается в результате проекции uилиндриче­
СI\оЙ косинусоиды r (w, а) на плоскость Оху, причем про" 
екция части цилиндра Ц== { 1у1 ~а}, лежащего l\1ежду 
окружностями S<+) и S<-J (c~i. выше) есть в точностн 
прямоугольник П, достаточно дОI{азать, что при uррацио­
на.льно.лt (1) кривая Г (ю, rx) всюду пло1пно заполняет t{U­

линдр Ц. Для этого рассмо"rрим точки касания кривой 
Г(ю, rx) с верхней окружнос"rью S<+J· Они получаются 
при намо"rке на окружность S<+) из точек касания графиI<а 
у=а cos ю (u-rx) с прямой у=а, "Г. е. из "Гаких точек lln, 

что ю (uп-rx)=2nn. Отсюда находим: 

r·2n 
Un=rx+n-. 

(J) 

После намотки Э"ГИ "rочки дадут последовательность точек 

Мп на окружности S<+)' приче~I, поскольку Ип - ариф" 
~'lетическая прогрессия с разнос"rью fP =:2n/(I), точки Мп 

u 

получаются каждая из предыдущеи поворо"rом по оI<руж-

ности S<+> на угол fP. Согласно теореме Якоби (§ 2), 
если числа fP и л н е с о и з м е р и м ы, "rочки l\1n 
всюду пло"rно заполняют окружность S(+>· НесоИЗl\;tери­
мость fP с л означает ирраuиональнос"rь отношения rp/n= 
==2/ы, "Г. е. иррациональность ю. Из всюду плотности 
~'lножества "rочек Мп по окружности S<+) уже несложно 
вывести всюду плотность кривой Г(ю, rx) на цилиндре (про­
ведите подробный вывод са~-~и). Теорема до1<азана. 

Эта теорема тоже весьма напоминае"r соответс"rвующие 
rвойства бильярдных траекторий" Из нее CJieдye"r, что 
самый лучший способ нарисова"rь фигуру Лиссажу с ир­
рациональны~·~ ю - зарисовать сплошь весь пряrv1оуголь­
ник П 1 ECJiи наблюда"ГЬ "rакую фигуру Лиссажу на эк­
ране осuиллографаt "ГО l\;tожно за~-~е"ГИ"ГЬ, Ч"rо она плывет -
за экраном как бы поворачивается невидимый uилнн;р 
с нарисованной на нем uилиндричес1<ой I<осинусоидои. 
На самом деле э"rо не плывущая, а од н а и т а ж е фи· 
гура Лиссажу (если только не 1\1еняются фазы fP1 и Cf>z), 
но ранее начерченная ее час"rь потухла на экране. Если 
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бы не было такого затухания, rro мы увидели бы всюду 
л отную на экране фигуру Лиссажу, если только отно­
шение (J)=(J)2/(J)1 «Подобрать иррациональныrvI». («Всюду 
пло'rпость» на экране соответствовала бы тorv1y, чrro весь 

экран светился бы; более rroro, экран светился бы все 
равноrv1ернее и равномернее,- но Э'ГО довольно сложное 

утвер>кдение.) Заметимt что «Иррациональных чисел боль­
ше, чel\·t раuиональных»: раuиональные числа rv·ioжнo за­

нуrv1еровать, а ирра~1иональные нельзя. В теории вероят­
но тей часто используется следующий факт: «если наугад 
т \Нуть пальцем (точечныr..II) в какую-либо точку на чис­
ловой пряrv~ой, то с верояrrнос'rью l мы попадем в точку с 
иррациональной координатой». Поэто1\1у подобрать ro ир­
раuиональньЕv1 мох<но, выбрав его «наугад». 

Задачи физик11, в которых появля1оrся фигуры Лиссажу. 
довольно подробно рассмотрены в ряде статей из « Кванта" : М u11tc 
Н. А. Странный маятник (1971. No 6. С. 30-32); Коткин Г. Л" 
Опыты с мая1"никами (1972. № 1. С. 26-31); Сипаева Н. А. Фигуры 
Лиссажу (1972. N1 7. С. 23-28). Там же описаны соответствующие 
опыты" 

Зад а ч а 10.5. Придумать способ рисования к~ивых на пло­
Сl(ости Оху, задаваемых уравнениями: а) x=sin t, y=f (t); б) x=f (1), 
y=cos t. (Здесь f (t) - заданная функция; мы имеем в виду способ, 
аналогичный описаниому способу построения фигур Лиссажу .) 

3 ад а ч а 10.6. Докажите. что фигуры Лиссажу L(l/m, а) 
с амплитудами а1=а2= 1 равны соответству1ощим фигурам Лис­
сажу L (m, ~) с тем же m и каким-то~- (Рассмотрите сначала случаи 

ю= 2 ( iэ=-}) ; ro= п ( ~=*). где п - натуральное.) 
Зад а ч а 10.7. Какое наибольшее число точек самопересе­

чения может иметь фигура Лиссажу, если а) m= п. б) m= l/n, 
в) ш= nzln (т н п - натуралы11)1е}? 

§ 11. Бильярд в пr,ямоуrольнике 
и осциллоrr,аФ 

В § 9 было показано, что 'rраектории биль­
ярда в прямоугольнике получаются из траекторий обмоток 
тора Т «складыванием rropa вчеrrверо». Рисунок 11.1 на­
поминает, в чем состои"r Э'ГО складывание. С точки зрения 

u 

математики с помощью этого складывания мы каждои 

точке М 'Гора Т ставим в соответствие не1<о'rорую вполне 
определенную точку М' прямоугольни1{а Q. Такое соот-­
ветствие, как хорошо известно (см. , например, раздел 11 
1< ниги А. Н. Колмогорова «Математика - наука и профес­
сия», «Библиотеч1<а «Квант» , 1988. Вып. 64), называется 
отображением тора Т на прямоугольник Q. Обозначим· 
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Для точки N внутри Q имеется ровно 4 11рообраза -- точ1<и 
Mi, М2, М 9, М 4 rropa, для которьrх /6 (M h)== N (рис~ 11.2). 
Если на торе paccl'rtorrpeть криву10 Г, яnляющуюся троек" 
торией обмотки тора (см. § 8), то образ этой кривой при 

отображении f6 - кривая f6 (Г) 
, <Е э- Г ! _ \11 в прямоугоL11~ни1{е, являющаяся 

________ YJ [ ] - rпраек111ориеи б1~льярда. 
~ В § 10 мы обраrrили ВНИ1\1а· 

-Е.,., I ] ние на сходство 1\1ежду трае1<то-

----- риями бильярда и фигурами 

Рис. 11.1 

Лиссажу (рис. 11.3). Оказывает­
ся, причины этого сходства сос­

rrоят в том, что фигуры Лисса­
жу также являются oбpaзa.Jrtu 
траекторий 061.tоток тора при 
некотором отображении fo rropa 

Т в прямоугольник П, в который вписаны фигуры Лисса­
жу - П={(х, у): 1 х 1 ~ai, 1 у 1 ~а2}, если фигуры Лис­
сажу задаются формулами 

х (t) = а1 cos (ffi1 t + <р 1), у (t) = а2 cos (m2t + <р2 ). 
Отображение f0: Т ~п мы сейчас опишем. Оно оказы­
вается весьма ПОХОЖllМ На оrrображение fб; если ОТОбра-

~~ 
. ф ф • 

~00 
Рис. 11.З 

жение f б назваrrь «бильярдОJ.t», rro отображение f n естест· 
BelIHO назваrrь «СВОбОдliЬlМ осциллографоJ.t» (ОСЦUЛЛОграфоМ, 
показывающим фигуры Лиссажу)" 

Итак, в целом ситуация такова. Имеются два «почти 
одинаковых» отображения f б и f о rropa т в прямоугольник. 
При этом rrpaeкrropия Г обмоrrки тора при отображении 
«бильярд» переходит в траекrrорию бильярда /6 (Г}, при 
отображении «осциллограф» переходит в фигуру Лисса.жУ 
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f (Г). В этом смысле «бильярд» и «осциллограф» устроены 
одинаково, или, как часто говорят в таких случаях, и з ~ 

м орф н ы. 
Опишем теперь отображение «свободнъ1й осциллограф» 

f 0 • Рассмотрим тор Т с координатами (11'1, 'Ф1) на нем (дол­
rотой и широтой - см. § 8). Точке тора М а координатами 
('Ф1. 'Ф2) поставим в соответствие точку М' плоскости Оху 
с координатами x=a1cos 'Фi. y=a1cos 11'2 и положим М' = 
=/с (М) . Тем самым отображение /0 полностью определе-
о - оно задается формулой 

f о ('Фi, 'Ф2) = (а1 cos 'Фi, а2 cos 'Ф2)· 

Траектория Г обмотки тора о частотами (rort ro1) зада­
ется формулами 

'Фt (t) = 001t + fPit 'Ф2 (t) = 002t + Ч'2· 
О раз траектории Г этой обмотки при отображении f 0 

на плоскости есть кривая 

f о (Г) = {f 0 ('Фi (t), 'Ф1 (t)): ;....._ оо < t < + оо } = 
= {(а1 COS Wi (t), й2 tOS1J'2 (t))~ - оо < t <+ со }. 

Подставляя сюда выражения для 'Фi (t) и 'Ф2 (t), получим, 
как и ожидалось, формулы фиr}рЫ Лиссажу: 

f0 (Г)={(а1 cos (0>1t+<ri)t й2 cos (<02 t+QJ2)): -оо < t < +оо}. 
Таким образом, действительно, фигуры Лиссажу являются 
образами траекторий обмоток тора при отображении f c· 

Посмотрим теперь, как «устроено» 
это отображение. Разобьем тор на Ф2 
четыре квадрата, как указано на рис. ~·2rt 
11.4. Пусть М = (Ф1 1 Ф2) - точ1<а 
внутри квадрата Q00, т. е. О<'Ф1<n, rt 

j ' 

• 
Мо1 

.н 

• 
1/11 М11 

М10 
• ......_ 

0<'Ф2<л:; рассмотрим еще три точки 
Mio= (2n-'Ф1, 11'2), M0i= (1J'i, 2n-'Ф2), 
M1i= (2n-'Фi, 2n-'Ф2) . Нетрудно ви- '700 1t Р102" Ф, 

~ 

деть, что эти точ1<и получаются из М Рис. 11.4 
СИI\1метриями относительно средних 

пиний квадрата; с другой стороны, согласно известным 

формулам тригонометрии 

f о (М!о) = f c (Мо1) = f о (M1i) = f о (М) 

( роверьтеl), т. е. эти четыре точки при отображении f 0 

nереходят в одну - точно так же, как и при соответст­

вующем отображении f6 • Наконец, поскольку функция 
Z=cos 'Ф осуществляет взаимно однозначное отображение 
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отрезка О <1ф ~n на отрезок -1 <.z <.1, отобр а>ке11ие (х, у)~ 
= (a1cos '\}'1- ~ a2cos 'Ф2) отобра>кает взаИJ\t Но однозначно квад­
рат Q00 на прямоугольник П={-а1~х<а1, -а2<-у~а2 } 
(проверьтеf ). 

11так, отображение «осциллограф» f c действует так: 
сначала тор Т «складывается», как и при отображении 
«бильярд» f 6, вчетверо - соответствующий квадрат пере" 
rибается по средним линиям и превращается в свою чет­
верть Q00• При этом траектории обмотки превращаются 
в траектории бильярда в квадрате Q00 • После этого к квад:­
рату Q прИменяется взаимно однозначное отобра>кение f * 
его на прямоугольник П, при котором траектории биль­
ярда «сглаживаются» и превращаются в фигуры Лиссажуl 
(Последнее отображение при йi=й2= 1 есть С}катие, но не 
равномерное; благодаря неравномерности и сглаж11ваются 
углы.) Приведенное описание показывает, что «бильярд)) 
и «осuиллограф» действительно «изоморфны» - «отлича­
ются на вза иl\1но однозначное преобразование>>. Изоморфизм 
~1ежду фигурами Лиссажу и траекториями бильярда можно 
пояснить довольно просто и по-другому. При движении 
точки (х (t), у (t)), описываемом уравнениями фигуры Лис­
сажу 

х (t) = а1 cos (roit + «r:r), у (t) = а2 cos ((J)2 / + fP2), 

координаты х и у (или проекции точки (х, у) на оси Ох 
и Оу) совершают гармонtlческие колебанtlя. При движении 
же бильярдного шара (х, у) по прямоугольнику {О -<:х <.а1 , 
О ~у <.а2 } координаты х и у также совершают колебания, 
только не гармонические, а соответствующие закону уп­

р угоrо отражения. Можно написать формулыt по которым 
~~еняются х и у в этом случае: 

x(t)=a1 j 2 { ;:
1 

t+ Ь1 }- 1/,y(t)=a2/2 { :С:2 t+b2} -11· 

Здесь {tl} - обозначение для дробной части числа и. Гра­
фик зависимости х от t, задаваемой выписанной Qюрмулоii, 

схематически изображен на рис. 
11 .5. Таким образом, траектории 
бильярда задаются формулами, 

аналогичными Qюрмулам для Ф~" 
гур Лиссажу - с той разниuе11, 
что вместо функции cos и в этих 

Рис. 11.5 формулах фигурирует функuия 

с ( ll) = (2 { ll} -1 (. 
Э а д а ч а 11.1. Лолученное оп иса ние фигур Лиссажу ка:Н 

образов трвекторнfi обмотки тора при указанном отображении 
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дает воэмож11ость сраэу дnкаэ~ть всrоду плnтность tf'иryp ЛJtссажу 
с ирраuиональным отноurением ro2 /ro1 • Проnедите точное рассуж­
дение. 

З а д а ч а 11.2" Отображение / 0 есть ком позиция проекций 
,-ора - fбедитесь в этом, покаэав, что при описанном нr-rже по­
строении (по шагам) получаrотся фигуры Лиссажу. 

1 ш а r" На плоскости 01!~1 'ф2 рисуем прямую и наматываем 
эту плоскость на горизонт-ильный цилнидр радиуса 1. 

2 ш а r. Проектируем полученнуrо на цJ1линдре кривую на 
п.поскость ОФ1У" 

3 ш а г. Наматываем плоскость Оф1у на верmtlкальный. ци~Jiиндр 
радиуса 1. 

4 ш а r. Проеkтируем по~Jiученную на цилиндре кривую на 
плоскость Оху - должны получиться фrrrypы Лиссажу с амп~Jiи­
тудами а1=а2=1. 

§ 12. Задача о пеленге 

Пусть на плоскости даны две различные точки 
А1 и А 2 • Около этих точек вращаются пря.rv1ые /1 и /2 с 
постоянными угловыми скоростями m1 и m2. Пусть М (/) -
точка пересечения прямых li и /2 в мо­
мент времени t. Задача о пеленге закл10-

u 

чается в описании «кривои пеленга» -
тр аектории движения точ1<и М (t) (рис. 
12.1). В некоторые моменты времени ~ 
пряt'4Ые l1 и 12 параллельны - тогда мы А2. 
сч итаем (ка1< и происходит на самом 
деле), что точн:а М «отлучилась на бес" Рис. 12.1 
l{OHe(IHOCTЬ». 

Если периоды вращения T1=2n/I roi 1 и T2=2n/f ro2 f 
с о и з м е р и м ы, то, очевидно, движение точки М (t) 
будет период~tчески.м - повторяющимся через некоторый 
промежуток времени. Однако нарисовать соответствующие 
кривые не так уж просто, и мы, в качестве разминки, ог­

р аничимся рассмотрением случая roi=ro2 • 

Если Юi==m 2=m, т. е. движение Прямых li и l2 про­
исходит с одинаковыми угловыми скоростями и в одном 

направлении, то из рис. 12"2 видно, что углы cxi и а2 равны 
(оба эти угла равны ro· Лt) и поэтому углы LA1MA2 и 
LA 1М' А 2 равны. Следовательно, в этом случае точка 
М (t) движется по дуге окружности, проходящей через 
точ1<и А 1 и А 2 *). Какая именно это дуга, зависит от на­
чальных положений прямых li и l2 (если в начальный 
мо~1ент li и /2 параллельны, то они будут такими и всегда). 

*) Как известно, множество точек М, лежащих по одну сторону 
от прямой А 1А 2 и таких, что LA 1MA 2=a=const, представляет со" 
бой дугу окружности с хордой А1 А2. 
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Нетрудно показать, что погпе перехода прямой 12 через 
положение А 2А1 точка М продnлжает двигаться по дуге 
той же окружности, что и раньu1е. Таким обра3ом, «пе­
.ленг» с Чll.Cmoтшttl roi=ro2 npoucxoдitm по окружносmяАt, 
проходящим через точк~t А1 и А2. 

В случае ro1=-ro 2 кривые пеленга будут гиперболами, 
проходящими через точки А1 и А2 (рис. 12.3), доказате.ль-

м' 

н'=м(t+Лt) 

Рис. 12.2 

ство чего мы не приводим. Попробуйте нарисовать какие­
нибудь кривые пеленга с ro1=±2ro2" 

Т е о р е м а. Если C.Oi и ro2 несоиз~рttмы, то любая 
кривая nеленга всюду плотно заполняет всю плоскость, 

~ 

л т. е. пересекает любой круг на плос· 
Н кости (где бы он ни лежал и сколь 

бы мал он ни был). 
Нетрудно вывести эту теорему из 

теоремы Якоби. Мы поступим, одна· 
А .z ко, чуть изящнее - построим отобра­/' 

/ ' 
/ ' 

/ ' 
/ ' v ~ 

Рис. 12"3 

жение f п тора Т в плоскость 1R2
, при 

котором траектории обмотки тора в 
частотами roi, ro 2 перейдут в соответст· 
вующие кривые пеленга. 

Это отображение f 0 : Т-+ IR1 (ес­
тественно его на3вать «пеленгом») чрезвычайно просто -­
точке тора М с координатами 1J'1, 1Jl2 мы ставим в соот­
ветствие точку М' пересечения прямых li и 12 , проходящих 
через наши две точки А 1 и А 2 и образующих с прямой 
А1А1 углы 'Фi и Ф2 соответственно (рис. 12.4). TaKJIM об· 
разом, тор Т - конфигурационное пространство точек М • 
При этом мы считаем, что на каждой И3 прямых li и 11 

выбраны направления, и углы '1J1 , 1J'2 отсчитываются ~ 
направления луча AiA 2 до этих выбранных направлении. 
Если оказывается, что прямые l1 ('Ф1 ) и 12 (1)'2 ) параллель­
ны. то соответствующая точка тора переходит «В бес1<онеч· 
носты> (так будет на «диагонали» тора 'Ф:r='Ф1 и на пapaJI· 
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.пельной «кривой» 'Ф2='1'i±n). Оrпображен~tе f" выбрано имен­
но 11ШК, чтобы nptl двttженttи конфигурационной точки 
rnopa по тра.екторttи обмотки: 

'Фi = ro1t + «J'j, W! == ro2t + fP2 

образ этой точки на плоскости дв~tга.лся по кривой 1zеленгаl 
(Обдумайте это ") утверждение.) Отображение fп будет ото­
бражением тора на всю плоскость, причем даже четы­

р е х к р а т 11 ы м - точки (1.J,i, 'Ф2)9 (~'1+n, 'Ф2), ('Фi, 'Ф2+п), 

м 

о 

... 

. " "' . . " . .. : ,..·~ ·.-.. " .. " .... . -. . . " .. 
~''2 -.. ·: ':М :: .... ·,·~: 
т~ , ".... " . . . "" . "' " .. : " .... . т , . " .•. " . . . " - . 

м~~ ...... " " .. ". ,.., ...... ... " " " " - . • 
" ." ... "" • • rfJ • • • " 

Рис. 12.4 

Рис. 12.5 

А 

• ' " . • 11111 " • " " • 
111 • • " • •• tlli • • 

" . " ". ". . " .... . . . ,.., ..... " . ... ,., ". ... .. " . " ". 

в 

Ф1 
Рис. 12.6 

(Ф1 +n, 'Ф2+п) при \J.'1*'Ф2 и O<'Фi<n, 0<11'2<n переходят 
в одну и ту же точку плоскости. Сетка параллелей и ме­
ридианов на торе при таком отображении переходит в сет" 
1\у, образованную пересечениями прямых, проходящих 

Через точки А1 и А 1 (рис. 12.5). 
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Если ОЭi и m2 несо~1змерtl ~tы, то на торе траектория 11 

его обмотки всюду' плотна, и отсюда немедленно СJ1едует 
всюду плотность кривой пеленга f 0 (Г). Д е й с т в и • 
т е л ь н о, чтобы показать, что кривая пеленга заденет 
кружок К (рис. 12.6), рассмотрим прямоугольник (или 
квадрат) U на торе Т, переходящий при отображении 
fл внутрь I<pyra К. Поскольку траектория Г пересекает U 
(что следует из всюду плотности Г на торе), кривая пе­
ленга f n (Г) пересекает KI 

На этом мы закончим рассмотрение вопрооов, связан" 
ных с обмотками торов, и вновь возвратимся к бильярдам 

• 



tJACTЬ 111 

ГЕОМЕТРИЯ И АРИФМЕТИКА 
СТОЛКНОВЕНИЙ 

• • • • • • • • • • • • • 
n р и д в о р н ы д, 

ЭА, муаыкантыl 

Входит Мардиан. 

К пе о n а т р а: 

Нет, не надо их,-

Давай, в шары сыграем. Ха.рмиаиа. 

В. Шекспир. «Антоний и Клеопатра» 

В этой части книги будет исследована ме­
ханическая система «газ абсолютно упругих шap()(J'j -
система шаров, упруго сталкивающихся друг с другом, 

u 

а также со стен1<ами сосуда, в которыи эта система поме-

щена. В физике часто пользуются такой моделью при опи· 
сании поведения реального газа, т. е. считают молекулы 

rаза твердыми шарами, а столкновения между ними -
упругими. В дальнейшем мы часто для удобства шары 
будем называть молекулами. В нормальных условиях 
число содержащихся в 1 см3 молекул воздуха очень ве­
лико - их порядка 1023, и от многократных столкнове-

" нии молекул друг с другом возникает ~хаос)> - равно-

мерное распределение молекул. 

Изучение движения моле1<ул газа относится к области 
физики, называемой c1namuc1ntlчecкoй механtlкой. Основы 
этой науки были заложены в трудах Максвелла, Болыt· 
мана, Гиббса. Людвиг Больцман *) выдвинул так назы­
ваемую «эргодическую гипотезу», в настоящее время H<J· 

сящую его имя и состоящую в том, что система «газ шаров» 

эрrодична * *). На этой гипотезе основан вывод известных 
из школьного курса физики за1<онов Бойля - Мариотrа, 
Гей-Люсса1<а, уравнения Клапейрона - Менделеева и дру­
гих уравнений молекулярно-кинетической теории газа. 
Однако сама гипотеза Больuмана до сих пор доказана 
только для частных случаев. 

*) Людвиг Больц.л~ан (1844-1906) - выда1ощнйся австрийский 
Ученый , работы которого оказали огромное влияние на развитие 
Фундамента~11ьной физики в силу нх принuипиа~11ьной новизны и r.nу­
бииы" Относящаяся к статистической механике эргодическая гиnо· 
теза отражает лишь небольшую часть чрезвычайно разносторонней 
научной деятельности Л. Бо~Jiьцмана. 

**) О понятии эрrодич11ости см. конец введения. 
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Выдающийся вклад в ре1uе11ие этой проблемы и в <'бо-
" снование стати:стичесI{ОИ механики внесли советс1<ие уче-

ные Н. С. Крылов и Я. Г. Синай. Важной идеей в их ис­
следованиях явилось то, что газ можно заf\·1енить бильяр­
дом, правда, в очень многомерной и криволинейной об ... 
ласти специального вида. Возникновение многомерного 

"-' 

пространства говорит о сложности рассматриваемои задачи. 

Сведенпе системы абсолютно упругих шаров к системе 
бильярдного типа впервые появилось в книге Н. С. Крыло­
ва «Работы по обоснованию статистичес1<ой физики» 
(М.: Изд-во АН СССР, 1950), а последовательная матема­
тическая теория была развита Я. Г. Синаем, который в 
1970 г. в работе «динамичес1<ие системы с упругими от­
ражениями» (см. (17]) до~азал, что уже система из двух 

u 

твердых дисков в прямоугольнике является эргодичнои. 

В этой части мы остановимся только на простейших 
геометрических и «арифметических» свойствах «газа ша­
ров». Геометрию столкновений отражает описание конфи­
гурационного пространства системы, сведение ее к биль­
ярду и описание поведения полученной бильярдной ча­
стицы; а арифметику - подсчет числа столкновений между 
шарами. 

Изучение геометрии и арифметики столкновений в си­
стеме д в у м е р н ы х дисков или т р е х м е р н ы х (а 
тем более многомерных) шаров довольно сложно для на­
чинающего читателя. Поэтому эту центральную тему мы 
поставили в конец части III и отметили ее двумя звездоч­
ками - гл. 7 при первом чтении можно пропустить. Вза­
мен этого в гл. 5 и 6 мы подробно рассматриваем модель 
о д н о f\.t е р но г о «газа» - систему упруго сталкиваю­

щихся частиц на прямой или ее части (полупрямой или 
отрезке). Эта модель существенно проще и вполне до· 
ступна школьникам. При ее изучении сначала возникает 
рассматривавшийся ранее бильярд в прямоугольнике, и 
мы можем применять уже известные из части II резупь· 
таты . Попутно обнаружатся и новые эффекты, которые 
частично будут IIсследованы сразу >ке, а частично сведутся 
к изучению бильярдов в многоугольниках - эти бипь· 
ярды рассматриваются в части IV" 

В гл. 5 разобран простейший случай одномерного «ra· 
за» - системы д в ух частиц на прямой. Для него про­
водится относительно полное исследование. 

Уже для одномерного «газа» из т ре х молекул полное 
исследование системы может быть осуществлено до конца, 
лишь когда молекулы не заключены в какой-либо «сосуд» ---
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отрезок, а свободно двиЖутся по бесконечной прямой, 
сталкиваясь только друг с другом. Изучение поведения 
системы из трех молекул на отреэке сразу приводкг н 

системе из большого числа молекул на прямой, и оно 
может быть исследовано только качественно (т. е. tw-1огут 
быть получены лишь некоторые оценки на различные 

v 
параметры системы - число столкновении между моле-

1<улами и т. п.). Некоторые результаты этого исследования 
приведены в гл. 6. Трудным в этой главе является § 18, 

u u u 

1<оторыи отмечен однои звездочкои. 

Глава 5 

ОДНОМЕРНЫЙ cfAЗ:D ИЗ ДВУХ МОЛЕКУЛ 

В этой главе исследуется одномерный «raз>J 
из д в у х молекул - двух шаров на отрезке, упруго 

сталкивающихся друг в другом и упруго отражающихся 

от концов этого отрезка. Доказывается. что указанная 
система эквивалентна бильярду в прямоугольном треуголь­
нике; исследование возможных бильярдных траекторий 
дает возможность предсказь~вать поведение шаров на 

отрезке. 

§ 13. Два упруго ста.rrкивающихrя шара 
на отрезке 

Пусть на отрезке ОА длины а движутся без 
трения два тоqечных шара, имеющих массы т1 и m2 (риа. 
13" 1). Считается, что шары сталкиваются между собой 
абсолютно упруго, · т. е . если до соу· 
дарения их скорости были равны v1 
и v21 то их скорости после соударе- 01 
ния u1 и tl 2 вычисляются из закона 

сохранения импульса 0 1 

(1) 0 1 

и закона сохранения энергии 

1/2т1и~ + 1/2m2и: = 1/2m1V~ + 1/2m2V:· (2) 

Рис. 13.1 

Формулы (1) и (2) составля1от систему уравнений, из ко­
торой, зная Vi и v2 , можно найти и1 и U2 (рис. 13.1). 

3 а д а ч а JЗ.1. а) Найти из системы (1). (2) U1 и и1 • б) Найти 
нэменеиия импульсов Лр1 и др2 шаров после удара. 
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0 Т В е Т~ 

mi -tn2 2та 
а) Ui = т1 + m2 vt+ т1 + tna ~. 

21n1 m2 - tni 
U2 а:1 . + V1 + + V2· mi та m1 т2 

б) Лpi -= m1щ-m1Vi= ~~т2 (v2-v1), 
m1 т2 

ЛР2--ЛРf= п~2 
(Vf-V2) 0 

тi та 

Импульс каждого шара меняется на положиrпельную велили1ч1 

Др ас:. ~im~ J v2-v1 I! у левого шара он у м еньшает с я на 
т1+ т2 

др, Ъ1 правого - на др у в е п и ч и в а е т с я *). 

Явные формулы для Ut и u2 нам не потребуются. важно 
пишь знать, что законы сохранения (1) и (2) позволяют 
однозначно определить Ui и U2 по V1 и V2. Далее, мы счи­

v, т, 

о" 4f • 
и1 =-v1 

01• " 
Рис. 13.2 

таем, что шары абсолютно упруго 
отскакивают от границ отрезка - то­

IА чек О и А. Это означает, что при соу· 
lA дарении, скажем, первого шара с точ­

кой О, шар отскакивает от О и дви· 
ь 

жется с первоначальном скоростью, 

но в противоположном направле­

нии : U1=-v1 (рис. 13.2). 
Физическим прототипом этой математической модели 

служит система двух жестких (упругих) маленьких шаров 
масс mi и m2, катающихся без трения в тяжелом желооо 
ОА со стенками О и А. Иногда эту систему мы будем на­
вывать «одномерны.Аt газом двух молекул». 

Сформулируем интересующие нас вопросы. 
1 . П ptl какtlх начальных скоростях и положениях u1аров 

lJвuжeнtre системы двух шаров периодtlчно? 
2. Kaкtle бь~вают нeneptloдtlчecкtle режимьt движения 

шаров? 
Введем на отрезке ОА систему координат Ох, выбрав 

точку О за начало отсчета, и обозначим Xi и х2 координаты 
ruapoв. В промежутке времени между соударениями (ша; 
ров друг с другом или одного из них с соответствующеи 
стенкой) скорости шаров Vi и v2 не меняются, а координа-

*) Заметим, что при сто~11кновении скорость правого шара 
t.tожет то~11ько увеличиться (хотя ее модуль может и уменьшиться. 
если, например. шар двнгался влево и его скорость была отри· 
1.tатепьной). 
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ты х1 и Х2 меняются равномерно: 

Х1 = vit + ai, Х2 = v2t + а2 • (3) 

После соударения скорости v1 и V2 заменяются на скорости 
и1 и lL2, и движения опять равномерны: 

Х1 = ll1t + bi, Х2 = U2t + bg. (4) 

В принципе, по начальным поло>кениям и скоростям шаров 
~ 

1\tожно последовательно вычислять моменты соударении, 

nересчитывать скорости (с помощью формул из задачи 13.1 
пр и соударении шаров, и по формулам 1i1=-v1, U2=V2 

или и1=V1, U2=-v2 при соударении первого или второго 

шара со стенкой); после этого можно изобразить на пло­
скости Otx графики движения шаров х=х1 (t) и х=х2 (t), 
что, однако, нетрудно сделать лишь в случае 1п1 =m2. 

3 а д а ч а 13.2. Доказать, что после столкновен11я шаръ1 pan­
ttoA массы обмеииваются скоростям11: u1=v~. u2 = v1 • 

Реше и и е. При m1=m2 система (1), (2) принимает вид 

и1+и2=v1 +v2, 
• t / 1. 
иi+и~=v,+v.- . ' . 

Подстановкой и2 из первого ~равнения во второе убеждаемся, 
что эта система имеет не более двух решений (так как получается 
квадратное уравнение отиосительио u1). Решеиия этой системы 
очевидны - 9ТО (Ui, u2)= '(v1 , v2) и (и11 и2)== (v2 , v1). Первое из н 1-1 ~ 
л ишено физического смысла (если u1=v1 • u2=v2 , то зто соответствует 
тому , что шарик11 проходят друг через друrа, не меняя скоростейl). 
Действительиости соответствует решение u1=v2 • u2=v1 , т. е. шары 
06м енива1отся скоростям11. 

Теперь можно проследить, что происходит с графиками 
«=Xi (t)=v1t+a1 и х=х2 (t)=v2t+a2 после того, как шары 

о 6 
Рис. 13.3 

Равных масс сталкиваются - соответствующие прямые, 
llересекаясь. «обмениваются» угловыми I<оэффициентами, 
11 графики движения шаров на плоскости Gtx ~ это 
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симметричные друг к другу ломаные MiAM; и М2АМ~ 
(рис. 13.3,а). 

З а д а ч а 13.3. На оси Ох движутся п шаров одинаковой массы. 
Как выглядят графики движения всех зтих шаров на плоскости 
Otx, есл11 шары сталкиваются между собой абсолютно упруго и 
только попарно (тройные столкновен1rя 1rсключаются)? (Рассмот-­
рите снач ала случаи п=3 и 4.) Каково максимальное число столк­
новений зтих шаров (после которого шары разлетаются без столк­
иовен1rй)? Может л11 произойти бесконечное число соударений? 
(Напомн1rм, что в этой задаче на оси Ох нет никаких «стенок».) 

ре ш е н и е. Совокупность графиков дв1rже1rия п шаров рав­
ных масс представляет собой объединен1rе п лучей иа плоскости 
Otx" п роведенных из начальных положен1rй шаров х=а; (пр11 t=O) 
с угловыми козффиц1rентами v; (р11с. 13.3 16); по такой карт11вке 
легко проследить график движен1rя x=xi(t). (Из p1rcy1rкa видно, 
что первый шар после разлета имеет скорость v8 , второй - v6t 

третий - v2 , четвертый - о1 и пятый - о4 .) Видно, что макси­
мальное число N max соударений п шаров равных масс равно макси­
мальному числу точек попарных пересечениа п лучей на плоскости. 
Поскольку каждые два луча могут пересекаться только в одной 

точке, Nmax рав110 ч11слу пар из п Л)lо.lей, т. е. Nmax =C~=n(n-1)/2. 
Физически Nmax достиrается, например, так: шары движутся 
слева направо, причем начальная скорость каждого шара больше 
скорости его правого соседа. 

Чтобы уяснить, как ведут себя графики движения 
системы двух шаров на отрез к е, осталось рассмот­

реть, что происходит. например, с графиком х=х1 (t)= 
=v2t+a2 после того, как второй шар сталкивается со 

~ 

а 
:c,(t} 

l1 , 

, ~· 

,D ~2. {t) Q t 
Jr 

Рис. 13.4 

стенкой А. Этот график заменяется на х=х2 (t)=u2t+b2. 
где u2=-v2; таким образом, угловой коэффициент графика 
меняет знак, как только х=х2 (t) становится равным а 
(т. е. второй шар налетает на стенку), и график как бы 
«отражается» от прямой х=а. Аналогично, график x=Xi (t) 
при столкновении первого шара со стенкой О отражается 
от прямой х=О (рис. 13.4,а). " 

Сейчас мы уже можем нарисовать графики x=Xi (t) 
и х=х2 (t) движения двух шаров р а в н о й массы на 
отрезке (см. рис. 13.4,б). Для этого достаточно знать 
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. 
лишь начальные nол6ЖеifИя п начальные скорости ша-
ров. 

3 ад а ч а IЗ.4. Доказать с помощью описанны~ графиков, 
что движение двух шаров равиоА массы на отрезке ОА периодично 
тогда и только тогда, когда начальные скорости шаров v

1 
и v

1 
со­

измеримы. 

3 а меч а н и е. Мы не обсуждаем здесь вопроса о том, что 
происходит, когда оба шара одновременно налетают на одну и 
ту же стенку. Эти особые движения анализируются ниже. 

В общем случае т1:f=.т2 рисовать графики x=xi (t) 
и х=х2 (t) - довольно трудоемкое занятие, ибо закон из­
менения скоростей при столкновении не есть просто обмен 
скоростями. Налетая на тяжелый шар, легкий отскаки­
вает, чуть изменяя его скор::>сть (рис. 
3.5; для наглядности мы рисуем шары 

толстыми, по предположению же они то­

чечные). Как же быть? Выход из положе­
ния таков . 

Будеl\1 следить за движением шаров 
од н о в р е м е н н о, т" е. рассмотрим 

конфигурационное пространство, опреде­
ленное в общем виде в § 3. Именно, если 
шары находятся в точках х=х1 и х=х2 , 

этому положению системы поставим в 

Рис" 13.5 

соответствие точку М на плоскости Ох1х2 , имеющую 
координаты (Xi, х2)" Плоскость Ох1х2 - конфигураци" 
онное пространство нашей системы. При движении ша­
ров на отрезке их координаты Xi и Х2 меняются во 

времени; таким образом, изменяются во времени и 
координаты (xi, х2) точки М плоскости OxiX2, т. е. эта 
(однаl) точка движется по плоскости Ох1Х4. Напомним, 
что точка М называется изображающей или конфигураци" 
онной точкой (отметим, что ~то не есть реальная - мате­
риальная - точка; это лишь «абстрактная», вспомогатель­
ная точка!). Таким обра ... зом, одновременному движению 
двух шаров соответствует движение конфигурационной 
точки М на плоскости Ох1Х2 . Поскольку в промежутках 
в емени между столкновениями Xi и Х2 меняются по ли" 
нейному закону (xi=vit+aj, X2=V2t+a2), от столкН(J­
вения до столкновения точка М движется по прямой на 
плоскости Ох1х2 , причем с постоянной скоростью 'V= (vi, V2)I 
Эта «воображаемая» скорость изображающей точки назы­
вается конфигурационной скоростью точки М. 

При движении шаров по отрезку ОА координаты шаров 
подчиняются неравенствам О <.х1 <Х2 <а. Эти неравенства 
задают на плоскости OXiXi равнобедренный прямоуголь-
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ный треугольник Q. ограниченный прямыми Xi=O, Х1=х2 
и х2=а, и консригурационная точка движется в пределах 
этого треугольника (рис. 13.6,а). Если точ1<а М попадает 
на его гипотенузу ОВ (xi=X2) , то это соответствует столк­
новению шаров между собой . Соударению же шаров C<J 
стенками О и А соответствует «СТОЛI{Новение)> конфигу ... 
рационной точки М с капzе1пами ОА (х1=О) и АВ (Х2=а) 
треугольника Q. 

т, =Fm2.. 

о ;с, о :с, о • ,_ ..... ш, .......... 
а 6 6 

Рис. 13.6 

Итак. от столкновения до столкновения (т. е. при дви· 
жении внутри треугольника Q) конфигурационная точка 
движется по прямой со скоростью 'V= (vi. v2). После «со­
ударения» точки М с границей треугольника скорости vi 
и V2 заменяются на и~ и u2 , точка М ~отскакивает» от гра-
11ицы и снова движется, но уже по новой прямой с новой 
скоростью и= (ui, и2). Посмотрим теперь, как точка Л,f 
отскакивает от границ. (Еще раз отметим, что точка hf, 
ее движение по треугольнику и отскакивание от границы -
воображаемые, однако они описывают реальное движение 
двух шаров по отрезку ОА .) 

При соударении точки М с катетом ОА (Xt=O) конфи· 
гурационная скорость 'V= (vi, v2) заменяется на и= (и1, 
и 2)= (-Vi, V2), т. е. меняется ее компонента по оси Ох1. 
()чевидно, это соответствует тому, что М отражается от ОА 
no закону упругого удара (угол падения равен углу отра-
3·1сения). При столкновении М с катетом АВ (х2=а) ско­
рость 'V= (vi , v2) заменяется на и= (и1 , u2)= (vi, -V2), 
т" е. меняется ее компонента по оси Ox2 j это соответствует 
упругому отражению точки М от катета АВ (рис. 13.6,б). 
1( сожалению, «закон отскакивания» точки М от гипоте· 
нузы АВ, определяемый из законов сохранения (1) и (2), 
вовrе не совпадает с законом упругого отражения, есл 11 

n119'=-m2. Проще всего в этом убедиться, изобразив траек-
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торию точи:и М для соударения легкого и тяжелого шаров 
(см. рис. 1 3.6,в). Поэтому при т1=1=1п2 траектории точки М 
в треугольниkе Q рисовать не так уж просто. Однако 
поло>1<ение можно исправить, и это мы сделаем в следующем 

параграфе. 

3 а д а ч а 13.5" Доказать, что при m1 =m2 закон отскаки­
ва ния конфигурационной точки М от гипотенузы есть за кон уп­
ругого отражения. 

Ре ш е в и е" В случае m1=m2 при столкновеиии шаров про­
исходит обмен скоростями: и2= v1 , u1=v2 (см . задачу 13.2). Следо­
вательно, при соударении конфигурационной 
точки J\.f с гипотенузой 08 .происходи-r замРна 
tJ= (v1 • v2) на и= (и1 , и2)= (.~, v1), т. е. вектор 
и конфигурационной скорости -nосле соударения 
получается из Бfкторв !1 п е р е с т а н о в-

ой к о орд и н а т. Отсюда очевидно (рис. 
13. 7), что вектор и симметричен 13'ектору 1J от­
носительно биссектрисы_ OL координа'Тноrо угла 
L 102 (если отлоя<ить IJ. и и от одной точки 0). 
Но зто и означает, что углы, о6разуемые rра­
екторией точки М до и после отскакивания от 
гипотенузы, равны. 

2 

о 

о 

и 

lJ 

1 

б 

Из задачи 13.5 вытекает много заме· Рис. 13.7 
чательных следствий. Например, нетруд-
н видеть, что траектории бильярда в треугольнике Q по­
Л}rчаются из траекторий бильярда в квадрате ОАВС (рис ~ 
А 8 13"8) «складыванием» квадрата по дна" 

·:::· ;'""~ ·."::·=~ ·~-::.~: :· rонали ОВ. Отсюда следует, что движе-
::~~·~· :·~·}~~-~:-. = · ние двух шаров равной массы на отрезке 
·:·:::~ .r":: ·· ОА периодично тогда и только тогда, 
: ::;· ;_~ · когда тангенс угла наклона, соотвепz-

ствующий бильярдной траек1пории, 
о с т. е. v2IV1,- рацuон..альное число. Если 

р 13 8 же число V2lvi иррационально, то соот-ис. • 
ветствующая траектория бильярда в 

квадрапzе ОАВС всюду пло1пно заполняепz квадрат (см. 
§ 9). Оrсюда следует, что получающаяся из этой трае1{" 
тории складыванием вдоль ОВ траектория бильярда в 
треугольнике Q тоже всюду плотно заполняет треугольни1< 
(проверьте!). Для системы двух шаров на отрезке полу­
чаем такое следствие. 

Теорем а. Если два шара равной массы т.=т2 
движу1пся по отрезку ОА 1пак, что их начальные скороспzи 
vi и v2 несоизмеримы, то для любых двух сколь угодно малых 
инпzервалов отрезка ОА в некоторый мо1r1ент вре1r1ени t 
перв lй шар буде1п находиться в первом интервале, а вто­
ро.й - во втором. 
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Действительно, таким положениям шаров соответст­

вует прямоугольник П со сторонами Лх1 и Лх2 в треуголь" 
нике ОАВ (рис. 13.9), а всюду плотная траектория обяза­
тельно пересекает П! 

Траектории шаров, обладающих описанным в теореме 
свойством, являются, таким образом, всюду плотными. 
Можно сказать поэтому, что для шаров равной массы 

Ot-= 1 1 ) 
Ах1 

Рис. 13.9 

движение на отреЗJ{е либо перио­
дично, либо вс1оду плотно. Такие 
свойства движений уже обсужда­
лись нами ранее. К ним мы еще 
вернемся в части IV. 

Подведем итоги этого парагра" 
фа. Вместо того, чтобы следить 
за движением двух шаров на 

отрезке, мо>кно следить за движе­

нием о д н о й изображающей точ­
ки М в треугольнике Q. Точки 
этого треугольника изображают 
положение обоих шаров системы; 

этот 1~еугольник Q является конфигурационным простран­
ством сиспzемы двух шаров на отрезке. Траектории точки М 
на Q (так называемые конфигурационные траектории сис­
пzемы) суть ломаные внутри Q. Дальнейший анализ «газа» 
из двух молекул проводится в следующем параграфе. 

Конечно, конфигурационное пространство можно оп­
редел1ить и для нескольких шаров на прямой. Например, 
для трех шаров на прямой нужно взять три оси Ох1, Ох2, 
Ох8 в пространстве, и по этим осям откладывать коорди" 
ваты первого, второго и третьего шаров. Тем са~мым по· 
ложение трех шаров на прямой задается одной точкой в 
трехмерном пространстве Ох1х2х8, и конфигурационное 
пространство Q такой системы будет уже подмножеством 
трехмерного пространства IR.9 • 

3 а д а ч а 13.6. Указать в трехмерном пространстве R9 кон­
фигурационное пространство системы трех шаров на прямой Ох. 

З ад а ч а 13.7. Нарисовать на плоскости R2 коифиrурацио&­
ное пространство системы двух шаров на полупрямой х~О (в точке 
О пр ямой поставлена упруго отражающая стенка). 

З а д а ч а 13.8" Найти конфигурационное пространство си­
стемы трех шаров иа отрезке О<х<а. l(ак ведут себя конфигу­
рационные траектор11и 9ТОЙ системы, если массы шаров одиflа­
ковы (и шары сталкиваются аtiсолютно ~пруго друг с другом И 
со етенками х=О и х=а)? 

При рассмотрении системы ч е т ы р е х шаров на пря­
мой конфигурационное пространство будет уже ч е т ьt· 
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р е х м е р н ы м - положение всех четырех шаров зада­

ется четырьмя числами (х1, Х2, х8 , х4). Если рассматривать 
систему д в у х шаров на плоскости Оху, то для описания 
их положения нужно тоже четыре числа - координаты пер­

вого шара (х1, У1) и координаты второго шара (х2, у2),­
и конфи:гурационное пространство снова четырехмерно. 
Таким образом, при анализе задач механики возникает 
необходимость рассматривать пространство четырех и более 
измерений. Но об этом мы подробно говорили уже в § 3. 

В § 14 будет произведено специальное линейное преоб­
разование конфигурационного пространства системы двух 

u 

шаров на отрезке, в результате чего задача о поведении этои 

систеf\.1Ы сведется к бильярдной задаче в треугольнике. 

§ 14. Два шара на отрезке: сведение 
к бильярду в треугольнике 

Прежде чем сводить систему двух шаров на 
отрезке к бильярдной системе *), напомним необходимые 
сведения из геометрии, касающиеся векторов. Для опреде­
ленности будем говорить о векторах в пространстве. 

Скалярным произведением (k, х) ненулевых векторов k и х на­
зывается ч и о л о, равное произведению длин этих векторов 1k1 и 
х 1 на косинуо wrлa между иими: 

(k, Х} = 1k1·1Х1 • COS q>. 

Из этоrо определеи11я следует, что для любогG ч11сла А 

('Ak, Х) = Л (k, х) 
и 

(k, Х) = (Х, k). 

Кромв того, поскольку 1k1 cos (}) есть численная величина проек· 

а 

P~(k +&) =P:.:(h) +P:1:(l) 

Рис. 14.1 

ции вектора k на направление вектора х, которую мы обозначим 
Р х (k). то (рис. 14" 1 ,а) 

a.J (k, х) == 1 х 1 • Р х (k). 
"1 r 

Нетрудно видеть, что для любых двух векторов k и l проекция 
и суммы на направление вектора х равна сумме проекций век-

*) В изложении способа сведения рассматриваемой механиче. 
ской системы к бильярду мы придерживаемся лекции 10 кни. 
rи [ 10]. 

147 



торов k и l на 9ТО направление (рис. 14.1,б): 1 
р х (k + l) = р х (k) + р х (l). 

" 

Подставпв зту формулу в предыдущу10, получим основное свой­
ство скалярного произведения -л иней 11 о ст ь: 

(k+l, X) = (k, x)+(l, Х). 

Пусть теперь в п ространстве выбрана ортоrоиальвая система 
кс,ордин ат Ох1х2х8 , и е 1 • е2, е8 -единичные векторы, 11аправлен вые 

по осям координат; пусть координаты 

}\ L IL k L ) векторов k и х в зтой системе рав11ы 
~ ---~ =\/'{.,, z," ~ k k k ) э ( 1. 2, в и (х1 , х2, х8). то оз иа чает, 

Рис. 14.2 

что k=k1e1+k2e2+kзeв и Х = Х1е1 + 
+х2е2 + х8е8 (рис. 14.2). Подставим 
зти выражения еместо k и х в ска­
лярное произведение (k. х); восполь­
зовав1uись выписанными выше сfюр· 
мулами, а также тем , что (е1 , е1)= 
= (е2 , е2) = (ея, ев)= 1. а (е1 , е2) = 
= (ei, е8) = (е2, ез) =О (так как 
cos О= 1, а cos (n/2) =О). получим 

фоf)мулу для скалярного произведения в координатах: 

(k, X)=k1Xi +k2x2+ksX3. 

В случае плоскости соответств еиио получим 

(k, Х) = k1Xi + k2X2• 

Вернемся теперь к результатам § 13, касающимся си­
стемы двух шаров масс nz1 и m2 на отрезке 0-<=х<.а . Напом­
ним эти результаты. Пусть Х1 и х2 - I<оординаты шаров; 
тогда 0 -<=Х1 <.х2 <.а. Эти неравенства задают на плоскост11 
Ох1Х2 треугольник Q, и положение обоих шаров определяет 
конфигурационную точку М = (xi, х2) в этом треугольнике. 
При движении шаров по отрезку координаты Xt и Х2 меня-
1отся, а конфигурационная точка М движется по треуголь­
нику Q. Между двумя столкновениями скорости Vt и V2. 
Luapoв и конфигурационная скорость v= (v1, v2) изобра­
>кающей точки не меняются , и конфигурационная точка М 
движется по отрезку внутри треугольника. «Соударению» 
точки М с катетами треугольни1<а ОА и ОВ соответствует 
столкновение первого или fjToporo шара на отрезке ОА 
с соответствующей стенкой (О или А), и после столкновения 
1<онфигурационная скорость становится равной и= (-vi, 
и2) или и= (v1, -v2), что соответствует ,У.пругому отражению 
точки М от катетов . Если т.1=;Ь.1п 2 , то ~оударение точки М 
с гипотенузой, соответствующее столкновению шаров друr 
с другом, ведет к замене консригураuионной скорости 
i'l= (v1 ,v2) на с1<орость 11= (u1 , u2), вычисляемую из законов 
сохранения импульса и энергии (см . формулы (1), (2) § 13), 
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и точка М отскакивает от гипотенузы вовсе н е п о закону 
упругого отра>!(ения. Задача, которую мы сейчас решим, 
за1<лючается в том, чтобы изменить координаты Xi и х2 
так, чтобы и последнее из описанных соударений точки М 
про 11сходило как в бильярде - «угол падения равен углу 
отражения». 

Законы сохранения импульса и энергии нам удобнее 
зап исать в виде 

-
(1) 
(2) 

Введем вместо х1 и х2 координаты х1 и х2 по формулам 

х1 = V п1 1 х1 , х2 = V т2 Х2, 
т. е. «растя нем)> плоскость Ох1Х2 по осям Oxi и Ох2 в V in~ 
1t V~ раз соответственно. Положение первого шара будет -
определять теперь координата х1 , а второго - координата -
х2 ; положению шаро_в сопоставим изоб· а:'2 
р ажающую точку М с координатами 

(Х1. Х2) на плоскости ОХ1Х2. Посколь- д ......................... '""8!!11~8 
ку 

-
о 

Рис. 14.З 

-а Xt и Х2 удовлетворяют неравенствам 0-<Xi <=Х2 -<а, числа Xi 

и х2 удовлетворяют неравенствам О< x1/V iii; ~ x2/V~ ~ 
~а, и изображаюшие точки М заполняют на плоскости 
Ох~х2 треугольник Q=OAiJ, ограниченный прямыми 

xi =о (Oll), х2 = V~ а (АВ), х11vm. = x2/V~ (ОВ) 
~ 

(рио. 14.3). Нетрудно вычислить КQОрдинаты точки В: 
~ 

b1 = aVili;, b2 =aVi1i;. откуда следует, что OB=a·m, где 
m= <Vm., VПl;). 

Движению шаров по отрезку ОА соответствует движение - -
изображающей точки М в треугольнике Q, причем, как -
н раньше, кон(ригур:ационная скорость 'l1 н е м е н я е т с я 
в течение промежутка времени между столкновениями, 

т. е. при движении точки М внутри треугольника Q. Новая -
конфигурационная скорость 'lJ есть 

fl = <vi. v2> = (VШi v1, vm; vl). 
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Действительно, так каи Х.. ~ У~х1, 
-

- dxk v- dxk v-
Vk = dt = т" dt = т~ vk, k = 1, 2. 

-
Докажем, что изображающая точка М при со11дарениtL -

с любой из сторон треугольникп Q отражается по закону 
упругого соударения. -

Действительно, легко видеть, что при соударении М с 

1<атетами ОА и ов конфигурационная скорость v= (Vi, ... ~ ... " -.-

V1). как 11 раньше, ста новится равной и= (-v, v2) или и= - -== (vi, -v2), что соответствует упругому соударению с ка-
- -

тетами. Соударение М с гипотенузой ОВ подчиняется 
законам сохранения (1) и (2). Перепишем их в новых обоз-
начениях v1 = V т1 v1 , v2 = V 1п2 v2• Закон сохранения 
энергии (2) примет вид - -

v~ + v~ = const, 

т. е" при соударении с гипотенузой квадрат длины век1пора -v не .lt·tеняется, откуда 

1v1 = const. (3) 

Закон сохранения импульса (1) дает 

V 1п1 V1 + V т2 v2 = const, 

или (см. выше формулу для скалярного произведения) 
-

(v, m) =const, 

где т = (V riz 1 , V 1п 2). Поскольку т - постоянный вектор, 
- -

а (v, m)= f v J • J т J • cos (j), где (j) - угол между векто-
- -

рами ttJ и т, то из того, что f v f не меняется (см. (3)), сле-
дует, что косинус угла между iJ и т при соударении изобра-
жающей точки с гипотенузой ОВ также не меняется . Вспом-

~ - . 
нив, что ОВ=а· т, т. е. гипотенуза имеет то же направле-
ние, что и вектор m, мы получаем, что при этом соударении 
не меняется косинус угла между конфигурационной ско-

ростью ii и гипотенузой. Таким образом, если ())1 - уrол -
падения конфигурационной точки М, ())2 - угол ее отраже-
ния , то cos (j)1=cos ())2, откуда следует, что (j)t=(J)2, что и 
требовалось доказать! (Возможность (j)2=:rt-(j)1 исключается 
из физических соображений - почему?) 
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Итак, доказана 

теорем а 1. Замена координат Xk= vmk xk(k=l,2) 
сводит систему двух шаров массы т1 и т2 на отрезке 
длины а к бильярду в прялtоугольном треугольнике Qa= 

=ОАВ с катетами АВ =а V т1 и ОА =а V1n2 , т. е. 
с ocnzpы1tt, углом LAOB, равным 

г-

• mi 
a=arctg V . m2 

Теперь естествен110 попытаться решить для системы ша­
р в с массами т1, т2 на отрезке [О, а], т. е . для бильярда 
в треугольнике Qa, общую пробле.л-t.у бильярдных траекто­
рttй. Эта проблема исследована нами для бильярда в пря· 
моугольнике сведением к обr..1от1{ам тора. К сожале1-Iи10, 

"" ~ ~ 1'У 

А~IЗ-..А t:J 

о~ · о 

Ронооиil 

Рис. 14.4 

о 

"-11 

~-~~~~~о 

Рон5 

геометрическое сведение бильярда в Qa при а~п/4 к би:ль­
ярду в прямоуголь~1ике невозможно: отражениями относи­

тельно сторон треугольника можно получить бильярд 
в ромбоиде или ромбе, - но не в прямоугольнике 
(рис. 14.4). 

Конечно, можно попытаться свести этот бильярд н е" 
л о с р е д с т в е и н о к тору (мы так «стремимся» J{ тору 
потому, что при удаче можно будет применить теорему Яко­
би). Это можно сделать, кроме а=п/4, увы, еще только в 
cJryчae a=n/6 (или а=п/З). Справедливо следу1ощее утвер· 
>кдение, J{оторое мы докажем позже, в § 22 гл. 8. 
Теорем а 2. Бильярд в прял1оугольном треугольнике 

Qa с ocmptiJrt углом а сводится к обмоткам тора тогда и 
nzолько тогда, когда a=n/4 и п/6 (или п/3), т. е. когда т1= 
====т2 и т1=Зт2 (или т2=Зm1). 

Отметим, что не в люб ом прямоуl'ольном треуголь" 
ни {е каждая бильярдная траектория либо периодична, 
либо вс1оду плотна: при малых величинах острого угла а 
бильярдная траЕктория в прямоугольном треугольнике 
Qa может заполнять вс1оду плотно лишь некоторую подоб­
ласrпь апzого треугольника. Пример построения такой 

151 



траектории в многоуrольни1{ах с числом сторон 11~4 бо­
лее прост и единообразен, чем для треуr·ольника Qa (11=3): 
он приводится в § 25. На языке «r·аза» из двух моле­
кул ситуация может быть сформулирована следующ11м об 
разом: 

Т е о р е м а З. Можно подобрать пzакое соотно1-1~е:ние 
масс J. tежду u1арами и выбрать nzaкue их начальные состоя· 
ния (координа1пы и скорости), что Аtножество точек 
сrполкновения атuх u1аров на отрезке [О, а] будет либо 
а) конечны",~, либо б) всюду пл.отно заполнять весь отрезок 
[О, а], либо в) вс1оду плотно заполнять конечное число 
не1~ересекаюи{ихся отрезков на отрезке [0, а]. 

Этой теоремой-рез1оме мы и законч11f\1 параграф о с11сте­
ме из двух молекул на отрезке. 

З а д а ч в 14.1 *. а) Доказать, что система трех .шаров р а в­
и ой массы на отреsке сводится к бильярду в некотором тетр а· 
з д р е. б)• Доказать, что при подходящем выборе координат сн­
стемэ трех шаров р а з н ы х масс m1 , m2 , m3 также сводится к 

бильярду в некотором тетраэдре. 
3 а д а ч а 14.2. Рассмотрим систему двух шаров r.tacc т1 и tn1 

на полупрямой х~О, причем в точке х=О на этой прямой постав­
лена упруго отражающая стенка. Пусть и момент времени t=O 
nравый шар движется по направлению к стенке. Всегда пн левый 
шар после к о н е ч н о r о чиrла соударений оттолкнет правый1 
(Рассмотрите ситуацию, когда m2 rораэдо больше m1 .) Верно ли, 

u u 

что в этои системе проиэоидrт ли1uь к о н е ч н о е число столк-

новений т Если верно, то может ли N быть сколь угодно большим 
(пр и данных m1 и m2)? Можно ли наnисатьt что N <.N0 , где число 
NI> зависит тол ь к о от масс ша ров? 

3 ад а ч а 14.З* (см. ~ 15). Рассмотрим систему трех шаров 
масс m1 , m2 , т3 на 6есконеч ноfI nрямой без стенок, и пусть в на" 
чальный момент времени первый и третий шары движутся на­
встречу друг другу. Сможет ли второй шар растолкать первый 
н третий шары? (Представьте, что m2 - очень легкий пииг-понго­
ЕЫЙ шарик, а m1 и 1п8 - масс. ивные стальные шары.) Ответь; 
1'е также в этом случае на три последние вопроса предыдуmеи 
задачи. 

Зад а ч а 14.4. Луч света попал в зеркало, име1ощее форму 
tJecкoнflчнoro а) двуrранного угла, б)* трехгранного (или миоrо­
rранного) угла. В случае б) будеl\t считать, что луч никогда не 
попадает точно в ребра двугранных углов. Мок(ет пи быть так, 
1JTO луч «запутывается» внутри зеркала и никогда ие вылетает 
оттуда? 

3 ад а ч а 14.5. а) Дано аеркало, имеющее фор~t у двугранного 
угла величины а. Вы рассматриваете в нем изображение свечи. 
Сколько всеrо изображений свечи можно увидеть? б)** Ответить 
на тот же вопрос для эерJ(ала, име1ощего форму трехгранноrо 
угла, двугранные углы которого равны А, В, С. 
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§ 15. Два шара на полупрямой1 
сведение к бильярду в угле 

В этом параграфе ~tы ответим на некоторые 
u 

еа>1<ные для дальнеишеrо исследования системы одномер-

ного газа вопросы, связанr-Iые с двумя молекулами на пря-
u u 

мои и полупрямои. 

А. В качестве первого шаrа решим задачу из§ 9: можепz 
ди бильярдная траектория «запупzаться» вну1при угла и 
остаться там павсегда? 
Поставим задачу более точr-Iо. Рассмотрим бильярд в бес· 

конечной области Qi, ограничеr-Iной дnумя стороr-Iами угла 
АоАА1 величины а. Траектории бильярда в такой облаС1и 

At At. 

А Ag А Р2 А0 
Рис. 15.1 Рис. 15.2 

определяются как обычно - это ломаные, по которым дви· 
жется шар, упруго отражаясь от сторон уrла. Отличие этоr·о 
бильярда от бильярда в оr·раниченной области состоит в том, 
что в данном случае траектория может «уходить в бесконеч· 
ность», т. е. после одноr·о из со}тдарений шар будет двигать­
ся ло лучу, 11икоr·да более не соударяясь во сторонами уr·ла. 
Так будет в том случае, коr·да наnравление движения шара 
nежит между направлениями лучей АА0 и АА1 (рис. 15.1). 
Bonpoc заключается в следующем: всякая ли траекпzория 
бильярда внутри угла АоАА1 посАе некоторого конечного 
числа N опzражений от сторон угла уходит на бесконеч­
ность? 

твет оказывается утвердительны"'•. Для того чтобы это 
доказать9 рассмотрим пр()Извольную траекторию МР1Р2 . •. 
и применим к r-Ieй проuедуру ныпрямления « помощью после­
довательных отражений относительно сторон угла АоАА1 
(рис. 15.2). . 

Если первая точr<а соударения Р1 лежит на луче АА1, 
то мы отражаем уr·ол Q1= LA0AA1 относительно луча AAi 
и получаем угол Q2= LA1AJ4 2 • Затем мы отражаем уr·ол Q2 

относительно луча АА 12 и получаем уr·ол Qs=LA2AA 8 
» т. д. (рис. 15.3). Применяя к отрезку Р1Р2 рассматривае­
Моii траектории МР1Р2Р8.". одно из упомянутых отраже-



ний, к следующему отрезку P2Ps - два отражения (отно­
сительно АА1 и АА 2) и т. д., мы переместим эти отрезки в 
углы Q2, Qs и т" д.; из закона «уr·ол падения равен углу 
отражения» следует, что отраженные отрезки составляют 

луч - продолжение луча МР1 за точку Р1 на плоскости. 
Обратно, мы можем эаl\rtоститъ с помощью описанных 

отражений часть плоскости уr·лами Q1, Q2, ... Начертив произ­
вольный луч МР1 , идущий из точки М внутри угла Q 
в сторону точ1<и Р1 на луче АА1, теми же отражениями, 

А2 А 1 
1 

А 

Рис. 15.З Рис. 15.4 

но проводимыми в противоположном порядке, мы можем 

построить по лучу МР1 бильярдную траекторию МР1Р2··· 
внутри уr·ла Qt_. Из сказанноr·о выше вытекает, что указа1-1-
ным образом получается люб а я бильярдная траектория 
МР1Р2 • •• , первая точка излома которой лежит на луче 
AAt. Точ1<ам пересечения луча МР1 с лучами AAi, АА2, . .. , 
делящими плоскость на уr·лы Qt_, Q2 , ••• , при обрат1-1ых 
отражениях соответствуют точки соударения Р1, Р2, " . 
траектории со сторонами угла Q1 • Очевидно, всевозможные 
лучи МР1 (при различных положениях точек М внутри 
Qi и точек Pt на луче АА1) заполняют заштрихованную 
на рис. 15.4 область Q между лучом ААо и лучом z2A; -
продолжением луча АА1 за точку А. В этой области Q с по­
мощыо отражений можно поместить лишь к о н е ч н о е 
число N 0 рассматриваемых углов Q1, Q2 , •• " - так ка1< все 

9ТИ углы равны по величине а, а угол Q (больший развер· 
нутого) измеряется величиной n+a, то N 0а <n+a, откуда 
N0<(n/a)+ l . Иначе r·оворя, число уr·лов Q1, Q2,. • ., -
помещающихся внутри Q, равно 

N0 =[~J+1; 
здесь [и] - обозначение для целой части числа и (1-1аиболь­
шего ueлor·o числа, не превосходящеr·о и)" Если сторона 
AAN

0 
последнего из этих углов QN,=ANn-1 AAN0 не с: 

падает с лучом АА', то луч МР1 может проходить еЩе 
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одному углу - углу Qнfj+f• получающемуся из QN~ отра­
жением относительно луча AANn' однако луч MPt уже не 
может пересечь луч ААнf]+ 1, ибо этот луч лежит вне обла-

сти Q. В этом случае (АА N() *АА~) луч МР1· может пере­
сечь cat1oe большее No лучей - АА1, АА 2 , • •• , ААм. 
Это означает, что число N соударений бильярдной траекто­
р ии со сторонами угла не превосходит N 0: 

N~N0 =[~1 +1. 

Заметим, что N может принимать л1обое значение от 1 до 
No - это зависит от направления луча МР1 • 

В случае, когда луч AAN
0 
совпадает с лучом АА;, нет 

необходимости рассматривать еще один угол QNri+f., ибо 

луч М Р1 не rv1ожет пересечь луча АА N • Этот случай (АА н. = 
r, о 

=АА~) соответствует тому, что n есть целое кратное числа 
а, и максимальное число соударений тогда равно No-1 
(луч MPi может пересекать лучи AAi, АА2, . ..• АА N

0
-1). 

Подведем итоги. Для числа а, O<a<n, положим 

N 0 = [ ~] + 1, если ~ не целое, 
N(a)= 

N о -1 = r : ] , если ~ целое. 
Теорем а. При движении бильярдного Ulapa внуп1рu 

угла величины а пzраектория шара имеепz не более чем N (а) 
точек соударения со сторонами угла, и после некоторого 
числа N -<.N (а) соударений ата траектория уходит на 
бесконечность. 

Нетрудно видеть, что введенное выше число N (а) можно 
при л1обых а записать одной формулой: 

N (о:)=-[-~ J . 
(проверьте этоl). 

Б. Доказанная в п. А теорема дает возможность найти 
Ма1<симальное число столкновений шаров масс т1 и т2, дви­
гающихся по полупрямой х~О, в точке х=О которой 
поставлена отража1ощая стенка (задача 14 .2). Координаты 
Х1 и х2 этих шаров удовлетворяют неравенствам О ~х1 ~х,. 

После введения координат х1 = V т1 xi и х2 = V т2 х2 , как в 
§ 14, мы~можем свести систему этих шаров к движению кон" -
Фнгурационной точки М= (х1, Х2) внутри угла Q на плоско-
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- " - _. х · Х2 
сти Oxix2 , задаваемого неравенствами О~ у~ ~ у-=:-. 

ni1 m 2 • 

точ1{а М движется внутри этоr·о уr·ла (LA ОВ на рис. 15.5) 
по бильярдной траектории, а точкам соударения трае1<тории 
со сторо1-1ами угла (ОВ или ОА) соответствуют стол1<1-1ове­
ния исходных шаров (друг с другом или левого шара со 

стенкой в точке х=О соответственно). Прямая ОВ задается 
-

уравнением ;~ = ;.:__ , и точка с 1юординатами (V tn1~ 
tn1 т2 

V т2) лежит на ней. Отсюда следует, что величина а уг" 
ла АОВ равна 

V
--
tn1 a =arctg -. 
т, 

Та1{ИМ образом, максимальное число столкнове1-1ий рас­
сматриваемых шаров равно 

( rт) [ п J N(a)=N arctg у -2 = - - у . 
т2 arctg m1/m2 

Тем самым решена задача 14.2: первый шар стол1{нется со 
вторым шаром и со стенкой не более чем N (а) раз, после чего 

Рис~ 15.5 Рис. 15.6 

шары разлетятся и больше столкновений не будет. В част­
ности, получаем следующее. 

1) Если· т1 =m2 , то a=arctg 1 =n/4 и 

N(a)=- l - л~4 ) = -[-4] = 4; 

ответ этот можно получить и из сообра>1{ений обмена ско­
ростями при упругих соударениях шаров масс mi=m2· 
l(арти1-1ка столк1-1овений (рис . 15.6) на плоскости Olxi вы· 
глядит в данном случае, как на рис. 13.3,б (столкновения 
пронумерованы nифрами /, 29 3, 4). 
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2) Если mi АtногоА1еньи1е tn2, то vr~ и a=arctg " / tni -
п12 JI rn2 

«довольно малые)) числа. Из формулы для N (а) следует, что 
u 

число столкновении в этом случае «довольно велико» , как 
u 

11 следовало ожидать: легкии шарик 1rl1 «мечется)) м ежду .., 
стеНI{ОИ и тяжелым шариком m2 достаточно долгоt прежде 

чем «отпихнет» (но «отпихнет)) обязательноl) шари1< m2 от 
стенки. 

В. Приложим теперь доказанную в п. А теорему к за­
даче о чис.ле отражений луча света в зеркале, име1ощем 

а 

в 

8 
Рис. 15;7 

форму бесконечного двуr·ранноrо угла величины а (задача 
1 4.4а). Прежде всего следует точно сформулировать за­
I<он отражения луча света от плос1{оr·о зеркала - или закон 
отражения летающеr·о в пространстве точечного бильярд­
llого шара от плоскости ~ (уместнее было бы говорить о ша­
РИ1{е для игры в пинг-понr'). Пусть ломаная АРВ - это 
траектория луча света (или шари1<а), отражающаяся от 
ПJiос1<ости 5' в точке Р. Известный из физики зако1-I отра­
>нения r·ласит: лучи РА и РВ и nерпенди1<уляр Р N к пло­
С){ости 5' в точке Р лежат в одной плоскости Jf, при~ем 
JIУчи РА и РВ образуют с лучом PN одина1{овые уr·лы 
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(рис. 15.7, а). Отсюда следует, что при отражении относи­
тельно плоскости fP луч РВ переходит в луч РВ' , являю­
щиf1ся продолжением луча АР за точку Р (рис. 15.7, б). 
Таким образом, к траектории луча света внутри зеркала, 
имеющеr·о форму бесконечноr·о двугранного уr·ла Qi с гра­
нями fPo и f?i и ребром АВ (рис. 15.7, в), можно применить 
процедуру отражения в гранях зтоrо угла, аналоr·ичную 

описанной в п. А; при этом последовательными отражения­
ми можно выпрямить траекторию МР1Р2 . .. - превра­
тить ее в луч МР1, который пересекает двугранные уr·лы 
Q2 1 Qs, ... , получающиеся из Qi последовательными отра­
жениями в гранях уr·ла. Точки пересечения луча МР1 с 
полуплоскостями fPi, f/3 2 ,. • • соответствуют точкам отра­
жения луча света от r·раней 9J0 и 9J1 исходного угла. Если 
рассмотреть плоскость 5t, перпендикулярную общему реб ... 
ру АВ всех двуr·ранных уr·лов Q1, Q2 , ••• , и луч МР1 спрое1<­
тировать на эту плоскость в луч М' Р~, то, рассматривая 
точки пересечения луча М' Р; с лучами AAi, АА 2 , • ••• 

получающимися в пересечении плоскости 5t с полуплоско­
стями fPo, fPi, ... , как и при доказательстве теоремы п. А, 
получим: .лtаксu.лtальное число отражений луча свепш в гра­
нях зеркала, имеющего форму двугранного угла величиньt а, 
равно N (а)=-[-л/а]. Задача решена. Друr·ой путь к ее 

" решению вытекает из утверждения следующеи задачи. 

3 а да ч а. Доказать. что еслн угол АРБ в пространстве R~ 
спроектировать на плоскость 5t. параллельну10 биссектрнсе PL 
этого угла . то про~гкцня P'L' биссектрисы на эту плоскость 91, 
является биссектрисой проекц~и А' Р' В' рассматриваемого угла. 
Вывести отсюда, что проекция траектории луча света внутри 
зеркала, имеющего форму двугранного угла Q с ребром AB J на 
плоскость 5t. перпендикулярную АВ. является бильярдной траек­
торией внутри плоского у1 ла A0AAi, получающегося в сеч~гнии 
двугранного угла Q плоскостыо 5t. 

Теперь мы полностью готовы к исследованию одномер· 
ного «r·аэа» из трех и большеr·о числа молекул. 



Гл ава б 

ОДНОМЕРНЫЙ «ГАЗ» 
ИЗ БОЛЬШОГО ЧИСЛА МОЛЕКУЛ 

В этой r·лаве мы послед.овательно перейдем от 
двух к трем и большему числу молекул ОД!Jомерного «r·аза». 
При этом мы исследуем сначала систему п шаров (упругих 
част-r1ц) произвольной массы на прямоf1. В § 16 мы получим 

u 
т о q н у ю оценку числа столкновении r р е х шаров на 

u u 
nрямои, зависящую только от соотношении между их мас-

сами (r-Io не зависящу10 от их начальных положений и ско­
ростеf1); затем ответим на вопрос о том , может ли JJ системе 
из п упругих шаров на прямой произойти бесконечно ~-иного 
столкновений (в § 17 даются два разных подхода к ответу на 
этот вопрос - аналитический и изящный геометрический); 
наконец, в § 18 ответ § 17 подкрепляется р а в номер· 
но й (т. е. не зависящей от начальных условий) оценкой 
числа столкновениf1 в систеl\1е из п упругих шаров на nря· 

u u 

мои и с ее помощью оценивается рост числа столкr-Iовении п 

молекул «газа>' в одно~1ерном сосуде - на отрез1{е прямоf1. 

§ 16. Три упруrих шара на 1111яl\1ой . 

Рассмотрим систему трех шаров масс mt, т2 , 
rns, движущихся по оси Ох. Предположим, что шары точеч­
ные, сталкиваются друг с друr·ом абсолютно упруго, приttем 
происходят только п о п а р н ы е столкновения: левоrо ша­
рика (т1) со средним (т2) и среднего - с правым (тз) . 

Всегда ли в такой систе.лtе прошходtlт конечное число 
столкновений на вce1rt бесконечно.лt прол1ежутке времени, иди 
~е существуют такие начальн.ьtе условия (положения, ско­
Ростu и .лtассы шаров в .лtо.мент t=O), что число столкно­
вений бесконечно? 

Нетривиальность этоrо вопроса наглядно демонстриру­
ется на таком примере. Пусть два очень больших «сталь-
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ных» шара движутся с очень малыми скоростями навстречу 

л.руr· другу, а между ними летает с очень большой ско" 
u u 

ростыо очень легкии пинг-понr·овыи шариl{, отсl{аl{ивая от 
u 

стальных шаров l{ак от стено1{ со все возраста1опtеи скоро" 

стью по мере приближения этих шаров друг к другу. 
Совершен110 неясно, «растолкает» ли леr·кий пинг-понговый 
шарик массивные шары, а если даже и растол1<ает, то не 

может ли он до этого момента (заметьте, на к о н е ч н о м 
~ромежутl{е времени!), увеличивая частоту своих l{Олебаний 
tr скорость , уже стол1<нуться с ними бесконечно много 
раз? Мы докажем в этом параr·рафе, что rпакого не npoucxo­
iJum: число столкновений между тремя шарами на прямой 

u 

всегда конечно и зависит только от соотношении их масс 

(но не зависит от их начальных положений и Сl{оростей). 
Точная оцен1<а этого числа приводится в формулируемой 
в конце параграфа теореме. 

Координаты трех шаров обозначим Х1, х2 , Хз и будем 
отмечать положение шаров l{Онфиrурационной точl{ой М= 
=~{х1, х,1 Хз) трехмерного пространства IR.3 с системой коор· 

:r:: т динат Ох1х2х3 • Всевозможные no-3' ------------•!--- ложения конфиrураuионной точки 
М подчиняются неравенствам Х1~ 
~х2 ~Х9. Первое из них, Х1 -<:х2, 
задает в пространстве й~"<1Х~х 3 полу­
пространство, лежащее по одну 

сторону от плосl{ости !Р 1 , 2 , задан· 
ной уравнение~~ Х1 =х2 ; второе, 

х2 ~х3 , задает полупространство, 

ограниченное плоскостью fP2_.A с 
Рис~ 16. J уравнение1\t1 х2=х8 • Оба неравенства 

в м е с т е зада1от п е р е с е ч е­

н и е этих полупростра1-Iств - один из двугранных углов 

Q, обр азованный плоскостями fP1 , 2 и 5'2 • 3 (рис. 16.1). Ребро 
этого двугранноr·о уr·ла - прямая OL, задаваемая равенст· 
вами X1=x2 =xs. Положению I<онфиr·урационной точ1<н 
М = (х1, Х2, Хз) на гранях Q - плоскостях !Р 1,2 и 5'3:~.s -
соответствуют попарные стол1{новения между шарикаrv111 

Х1 =х2 и X2=Xs; если же М лежит на ребре уr·ла OL, то это 
соответствует т р о й 11 о м у столl{I-Iовению шаров Х1 = 
=х2=х3 , которое мы не будем рассматривать. При дви>1<е­
нии шаров по прям ой Ох в течение промежутl{а вреrvrени or 
столкновения до столкновения скорости шаров Vi, V2, Vs 
сохраняются; это означает, что при соответствующем дnи­
жении точ1{И М= (х1 , х 2 , Хз) в конфигурапионном прост· 
ранстве .Ох1х 2х3 эта точка М движется с постоянной конФ11• 
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гурационной скоростью v~ (v1, v2 , v3) по некоторой прямой. 
После столкновения М отскакивает от соответствующей 
грани _угла Q с новой скоростью ti= (ui, u2, из); состав-

u 

ляющие новои скорости и1, ll2, из вычисляются из соответ-

ствующих законов сохранения. Например, при столкно­
вении шаров т1 и т2 (пр11 отс1<акивании М от плоскости 
!?1 " J из=Vз, а скорости и~ и и2 определяются законами 
сохранения (1), (2) из§ 13. Вообще говоря, этот закон отска­
кивания вовсе не есть закон упругого отражения точки М 
от соответствующей плоскости. Напомним, что при у п­
р у г о м отражении точки М, налетающей со скоростью 
f'= (Vi, V2, Vз) на плоскость fr, скорость w= (wi, w 2 , Wз) 
точки М после отражения определяется следующими уело" 
виями: 

(А) длины векторов v и w равны: 1 v J = 1 w 1; 
(Б) если п - вектор, перпендикулярный плоскости 9J, 

то векторы v, w и п компланарны, т. е. лежапz в одной 
плоскости; 

(В) углы, образуемы.евекторами v и wс вектором п, равНЬ/, 
(но W=I= v) ; зто условие удобно запtJсать с 110.лtощью скаляр­
ного произведения: 

(w, n)=-(0, п). 
3 а м е ч а н и е. о т н о с я щ е е с я к з л е м в н т а р н о й 

r е о м е т р и и. Если плоскость 9J в пространстве Ох1х2х3 задает­
ся у равнением 

а1х1+а2х2+аах3 =с, 

то это уравнение можно переписать с помощью скалярного произ­

ведении в виде 

(а, х)=с, 

где а - вектор с координатами (а1 , a2 t а3), а х - вектор с началом 
в иа(1але координат О= (О, О, О) н концом в точке М с коордниа­
там и (х1 , х2 , Хз). Вспом иная г.еометрический смысл скалярного 
nро.иэведения (см. начало § 14), запишем наше уравнение в виде 

) а (·Ра(Х) = с, 

где Р а (х) - численная величина проекции .вектора х на направ­

nение вектора а. Таким образом , плоскость 9Jt ваданная уравне­
нием (а, х)=с~а1хJ+а~х2+азх8=с состоит иэ тех и только ~ 

точек М. для которых численная величина проекции вектора ОМ 
rra nектор а равна данной величине, 

(J 

р а (х) = 1а1· 

Отсrода ясно, что плоскость 9J перпендикулярна вектору а. Таким 
Обр dзом, в качестве векторв tt, перпендикуляр ного к плоскости 9J, 
3адан~ой )равнением а1х1 -1-а2х2+азх8=с. м:ожно вз ять вектор 
ri --- а ( ) ~- = а11 а2 , а3 • 

6 
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- - -Введем вместо х1, Х2, Хз другие координаты х1, "~2, х", 
аналогичные рассмотренным в § 14, так, чтобы движение 

новой изображающей точки М= (xi, х~, хз) подчинялось 
закоtiу упругого отражения при соударениях с плоскостя\fи 

отражений ~1 •2 и ~2 • 3 в пространстве Ox1i2iз. Именно, по­
ложим 

x1 = Vm1 x1 , x2 =Vmix2, X8 =VmaXa" 

Движение точки М= (Xi, "~2, Хз) происходит в двуграннrtм -угле Q, задаваемом неравенствами 

- -
Х1 __,,,..,,,, Х2 ~ Х~ 

"г- =::::::; ... r - ~ ... r- · 
f m1 У т2 У тз 

- -Этот угол оrраниче11 плоскостями столкновений ~1,1 и ~2.i, 
заданными соответственно уравнениями 

- ....... 

Х1 Х2 Х2 Х3 • vmi - vm; t v m; - vm; , 
-ребро ero - пряма.я OL. заданная уравнением 

- -
Х1 Х2 Х3 --- ---ут; - ут; - ут; & 

..... ..... ...... -- ,.. 

Снорость v= (v1, V1, Vз) изображающей точки М по"nреж· 
нему не меняется в проме>1<уток времени между столкнове­

ниями и связана со скоростью v= (v1, V2, V3) формулами 

V1 == V m1 v1 , V2 = V т2 v2 , V3 = V m9 V3• 

-
Докажем, что coyдapeHtle ~юображаюu1ей точки Мс пл& 

- -
скостями столкновенtlй !Р1 • 2 и !Р2 ? R (отвечающее попарным 
сп~олкновениям шаров т1, m4t, т~) происходит по закон.у 

- -
упругого отражения, т. е" скорости 'lJ и и .до и после соу-

ударения удовлетворяют условиям (А), (Б), (В), сформули­
рованным вьПilе . Доказательство этого такое же, как и в 
§ 14. 

Рассмотрим, например, соударение точки М с ппоскостыо 
столкновеняя ~i. 2• Б ст'1 рых коорд11натах Oxi, Ох1 , Ох3 ~коростя 
't' и и до и лосле столкновения связаны соотношевиями 

U9 = V3, 

т1и1 + m2U2 = m1Vi + m2v1, 
2 2 2 2 

miU1 + т2и2 = miVt + m1vz.. 

-Перейдем в этих ~равнениях к величинам ;k = У т11. 011. и и11.-
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= Y"iilk Uk• Получим - -
U3 =V3, 

Ym.иi+ У т2 u2 = Ym;vi-f-Y т2 v2, 
- z, -2 -~ -2 
и1+и2 = v1+v2. 

(1) 

(2) 

(3) 

Возводя обе части равенства (1) в квадрат и складывая с равен" 
ством (3), получим 

-2 -2 -2 -2 -:а -2 
Ut -f- U?. + Uз = V1 -f- V2 + V3, 

откуда следует, что IUl=I .01. Тем самым условие (А) проверено. 
Чтобы проверить условие (Б), т. е. компланарность векторов - .... """ ~ - ...... ~ -

" s:c (v1. v2, Vз)J и= (ui, и2, и3) и вектора tt, перпендику пяриого -
плоскости стопкиовения f?1, 2 , достаточно представить tt в виде 

.... ..... ..... ,.._. 

Л1tJ-f-A2U (тогда tt лежит в плоскости векторов 'D, и). Так как 
уравнение плоскости !Р1 • 2 имеет вид - ... 

Xi Х2 -------ут;-ут; t 
илв 

то согласно замечанию, сделанному выше, в качестве вектора п 

можно взять вектор 

n=( У~ , - ylm; , О). 
- ..... " --

В ычтем из вектора" вектор и; так как v3 =и3 , мы получим вектор 
~ ._... -.. - ..... ..... 
'D-U=(v1-Uit v2-u2, О) . 

Перепишем уравнение (2) в виде 

vmi <vi-U1)=- vm; <~-И2) = л, 
rде Л- число, которому равны обе части этого равенства. Отаюда 

- - Л - - А 
Vj-Ui="r-• V1 ...... U1=- "r-· 

r mi r m2 

-Сравнивая теперь формулы для tt и для tJ-и. получаем 
- -
'D-U= Alt, 

1 - 1 -
откуда tt =т" - Г и. Таким образом, вектор tt выражен через 

- -
4l1 и и в явном виде, и условие (Б), таким образом, доказано. 

Наконец, проверим, что и условие (В), т. е. воотношение 
- ... 

(и, tt) = - ('D, rt) ( 4) 

тоже выполнено. Запишем обе части доказываемого соотношения 

(4) в координатах, учитывая. что п = ( у1- • -у-1- ' о) 1 
mi тв 

..... ...... ... -
U1 U2 ( V1 V2 ) 
у~ - ут; =- Ymt - ут; ' 
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т. е. 

- - - -
U1 -f- V1 

V1п1 
ll2-~ V2 

у· nz2 • 
(4') 

Чтобы доказать (4'), переnишем (2) и (3) в виде 

Vffli <v1 - r71) ==У nl2 (й2- r72), 
-2 -2 - -2 
V1-U\ = U:1-V2· 

Разде.11ив почленно последнее равенство на предпоследнее, получим 
1ребуемое соотношение (4'). Закон yлpyroro столкновения вы­
nолнен. 

Итак, система трех шаров l\1arc 1п1, 1п2, m3 н~ оси Ох 

свод11тся t< бильярду ВН)'Три двугран11оrо угла Q. Чтобы 
v 

Н!!ити м а t< с и м а л ь н о е возможное 
u 

ч11сло столкновен11и между шарами до 

пх разлета, достаточно знать величину а 
-

двугранного угла Q, выра>кенную. через 
массы trl1 t 1n2, тэ . Найдем ее . 

Угол между гра1-1ями двугранного yr-
~3 3?,z ла равен углу межд)' векторами, перпен· 

дикулярными граням этого угла и соот­

ветстве~-rно напр авленными (рпс. 16~2; 
Рис. 16"2 поясните это) . В данно!\1 СЛ)'Чае грани - -

угла- плоскости fj'J 1, 2 и !:]'j 1, Зt а Н)')КНЫМ 
образом направленные векторы, перпендикулярные 1< этиrv1 
плоскостям - это 

n12 ::::::= ( yl- , - vl_ 1 о) И n?З = (о, - у1- t у1-) 
m1 т2 m2 nz3 

(см. rеометрпческое замечание). Рассмотрим с1<алярное 
произведение этих векторов; если а - уrол 1\1ежду векто~ 

рами, то ~1ы имеем 

l n12 I ~ l n2з l cos a =(n12, п~з)= 

= 1 ·О+(- 1 )(- 1 )+о. 1 =_.!_ 
Jf nz1 V т2 У 1112 V rпз т2 

Учитывая, что 

у 1 1 
1 п.2 I = ,н + т , 

11.-1 2 

,-----
1 1 1 

1 n2з 1 = V т2 + тз , 

находим 

cosa 
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Ита1<, 

а.= arccos V 1п1тз/[(т1 +т2) (т2 +та)] . 
Учитывая результаты, полученные в§ 15. получаем сле-

дующее утвер}кдение" 

Теорем а. Каковы бы ни былtl начальные положенttя 
.., 

u скороститрехшаровлtасст1, т2 , танапряАtоu, эти шары 

р -злетяпzся после не более чем N (т1, т2 , т 3) попарных 
с1полкновений (и будут затем двигаться уже без столкно­
вений); здесь 

N (т1 , т2, m3) = - [- п ] . (5) 
arccos V m1mз/((m1+m2)(m2+mз)] 

Заметьте, что из «чисто физических» сообр ажений полу­
чить такую 01~енку было бы весьма трудно (напомним, что 
оценка точ н а я - может быть р 6 в но N(т1, т2 , та) 
ст кновенийl)" Более того, вовсе не очевидно, что 
шары разлетятся после некоторого числа столкновенийl 

(Заt.1етимt что при т~=т2=mз=т эта оценка дает 

N (т) = -r - arcc: (l/2) j = 3, что равно С~, как и должно 
6ыть для трех шаров равных масс") 

Только что решенную задачу о числе столкновений тр.ех 
шаров можно поставить и в случае п шаров на прямой с 
масс аt.1и тi, т2 " • ·t тп" Однако уже пр 11 п=4 при_дется 
рассматривать изображающую точку М= (х1, х2 , х3 , х~> 
в четырехмерном конфигурационном пространстве IR4

• 

Конечно, при определенных навы1< ах и не1{оторой смелости 
МО/1-( НО разобраться и с бильярдом в четырехмерном прост­
ранстве. Мы, прежде чем читатель перейдет к § 17, оставиl\t 

" ему этот случаи в качестве задачи; укажем только, что 

sадачу о числе столкновений ч е т ы р е х шаров различ­
ноii массы можно свести к задаче о чи сле отра>I<ений луча 
света, попавшего в зеркало, И i\л еюrцее форму трехгранно­
го у rла (в обычном трехмерном пространстве; см. задачу 
1 4 ~4б))" Последняя задача и сама по себе весьма сложна; 
она будет решена также в § 17" Что 1<асается п>4 шаров9 
то ~1ожно пойти и по другому пути, у1{азанному n § 17 и 18" 

§ 17. п у11руrих шароu на прямой 

Для .п>З шаров с массами 1п1, п12, • •• , "lп, 
дrзижуu1.Jtхся по оси Ох, так же 1<а1< и для трех u1аров, мож­
но unссти конфи1,ура1t11онное пространство - (п-1 )-гран" 
11ьн1 y1--0J1 Q в п-мернuм l{Оординатном nрuстранстве IRn= 
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::=Ох1х2х1 ••• Хп, выделяемый неравенствами 

Х1 ~Х2 ~Х3 ~ ••• ~Хп 

(каждое неравенство X1i ~xk+i задает rюлупространство в 
(R_n) . 

Все рассуждения предыдущего параграфа, сводящие 
систему из п шаров к бильярду в (п-1)-rранном угле 

- - -
где Xi, X2t· •• , Хп - новые координаты в конфигурацион-
ном пространстве (Rn, связанные со старыми коор.динатами 
Xi, Х2, •• ", Хп равенствами 

Х1 = v т. Х1, Х2 = v т2 Х2, ••• ' Xn = v т" Xnt 

переносятся дословно и на этот общий елучай, но пос1соль­
ку при п>З число п-l больше 2, задача уже не сводится 
к плоскому случаю - отражения бильярдной конфигураци· -
онной точки М происходят н е в д в у г р а н н о м у r л е, 
т. е. происходят не от двух, а от болыuего числа стенок. 
С многогранным (даже трехгранным) углом все становится 
гораздо сложнее уже в трехмерном пространстве IR.3 • По-

.... 
этому мы временно отоидем от такого рассмотрения, сnодя-

щего всю задачу к многомерной геометрии, и попробуем 
применить аналитические методы при ис<'ледовании сист~ 

мьr из п молекул на прямой. В конце параграфа мы вновь 
вернемся к конфигурационному пространству и предложим 
читателю красивое геометрическое решение. 

Сформулируем еще раз задачу о «газе» молекул на пря­
мой , решаемую в этом параграфе *). 

Для п Шаров на прялtой с массами т1 , •• ·t тп, началь­
ны.1ttи положениями Xi, . . , Xn и скоростя.t.tи v1, . . • , Vn 
выясНtlmь, всегда ли конечно число столкновений между 
ними н.а бесконечном про.л1ежупzке временtl, cчtlmaя все rzроис­
ходящие спzолкновения парными и упругими (nz. е. подчи· 
няющимися законам сохранения импульса и анергии; см. 
формулы (1) и (2) § 13). 

В случае шаров р а в н ы х масс, 1n1 =~ . . =тп, ответ на 
этот вопрос утвердительный: полное его решение приведено 
в задаче 13.3. Максимальное число столкновений между 

*) Впервые эту sадачу (и даже более о6щую - о вылет; 
бильярдной частицы иэ многогранного угла) чисто геометрически 
решял Я . Г. Синай (см. [7]); аналитическое ре1uе11ие предложил 
независимо А. Авдеев и первый иэ авторов этой книrи. 
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шарами в этом случае равно ч 11 с л у п а р шаров С~= 
=п (п-1)/2 и сnяэано это, напомнимt с тем, что при стол1с­
новении двух одинаковых шаров они просто обмениваются 
скоростями, или, говоря иначе, один шар как бы проходит 
с1свозь другой, поменявшись с н11м на ходу номерами (по ... 

U IU u 

этому-то каждыи шар может «про11ти сквозь другои» лишь 

не более п-1 раз). 
Для п > 3 шаров произвольных масс ответ на поставлен-
u u 

ныи вопрос также утвердите л ь н ы и, хотя полу-

чить верхнюю оценку числа N столкновений между ними 
существенно труднее, чем для шаров равных масс или для 

трех шаров разных масс. Эту оценку мы получим в § 18, 
u 

а сеичас приведем самое короткое из известных нам ана~ 
u 

лttтических решении эадач11. 

А. Аналитическое решение. 
Теорем а 1. Число столкновений в сиспzеме из п упру· 

гих шаров на прямой конечно на бесконечном промежутке 
времени. 

Д о 1с а з а т е л ь с т в о будем вести индукцией по чис­
лу шаров. В § 16 было доказано, что при п = 3 число 

IU 

столкновении конечно. 

Д о п у с т и м (это будет предположением индукции), 
что при любых начальных условttях в группе из любого числа 
k < п шаров за время от О до Т (где Т может быть равно 
+ оо ) проис"~одит только конечное Чtlсло столкновений. 
Д о к а ж е м, что конечным будепz и число столкновений в 
системе из k=п шаров (шаг индукции). 

Доказательство поведем о т п р о т и в н о г о. Предпо­
ложим, что при ка1\их-то начальных условиях п шаров эа 

время от О до Т сталкиваются б е с к о н е ч н о м н о r о 
р аз, и получим противоречие. 

IQ. Перенумеруем шары в поряд1се их следования по 
оси х, но справа налево (риа.17.1). В каж.дый 

п . . . k+1 k •• "3 2 f 
.:". ~,. ·t- •• : 

У~еличение импульса pk 

Рис. 17.1 

момент времени будем рассматривать сумr.iарный импульс k 
п р а в ы х шаров: 

Pk = т1vi+m2v2+ ••• +тkvk, 
где k принимает все значения от 1 до п. Докажем, что при 
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каждом парном столкновении импульс Pk может mоАько 
увеличиться" 

Действительно, Ph не меняется, если сталкицаются шары 
левее (k+l)-ro или правее k-го - в первом случаf:\ шары 
с номерами k+2, " .. , п никак не влияют на сумму тivi + 
+" . "+т hvh, а во втором не меняется скорость vh и суммар­
ный импульс Ph-t=m1v1+ . . . +mh.-tVh-1 (рис. 17"1). Если 
же k ... й шар сталкивается с (k+ 1)-м, то Ph увrличиваrтся, 
ибо (k+ 1 )-й u1ap толкает k-й вправо, увеличиная скорость 
vh, а тем самым и сумму т1v1+ .. . +тkvk . 

Занумеруем теперь подряд натуральными числами 
1, 2, " .. , s, ... все происходящие столкновения в системе 
шаров" Пусть v~.s> - скорость i-ro шара пос.11е s-го по поряд­
ку столкновения в системе (в котором i-й шар мог и не 
участвовать), а р~~· - импулыJ Ph. после s-ro столкновения. 
Из сказанного выше еле.дует, что для каждого k = lt 2 •.•. 
. • . , п последовательность {Pk5>} не у бы в а 10 щ а я, т. е. 

( t __,.,, t'') _,,,,,,,,..,. ~ ( S) _.,,,-

Р ь ~ Рiг ~ • • • ~ Р~ :::::::::::: • • • 
С друrой стороны, при всех столкновениях суммарная кине­
тическая энергия всех п шаров сохраняется: 

1
/ 2 (m1v~ + т2V~ + ... +mnv~) = Е =const . 

Отсюда следует, что скорость каждого шара i в каждый 
момент времени ограничена с в е р х у: 

т~v : ~2Е и l i --..;: 

где rnmin - наименьшая из масС" mi, .. •t тп. А тогда для 
любого k и любого s получаем 

p~s 1 < m1 1 V~s) 1 + • • • + mk 1vts)1 ~ (m1+ • • • +nzk) vr 2Е ' 
mmtn 

" т" е. после каждого столкновения .двух шаров исходнои 

системы суммарный импульс п р а в о й k-точечной~снстемы 
шаров с номерами 1, 2, " .. , k ограничен сверху числом 

(m1 + ... +тk) V2E/mmin· 
Итак, при каждом k = 1, 2, " •• , п последователрнос~ь 

{p<t»}, s=l, 2, " .. , является монотонной и ограниченнои. 
П(JЭТО~tу, согласно теореме Вейерштрасса *), все последа· 
вательности {р(~>}, {р<~' }, ••• , {p<:i)} име1от пределы nри 

*) Которая утверждает, что оrраt1иченная монотоннал (воз· 
растающая или ~бывающая) послеJJ,оватепьность {хп} имее1 1JpeJlei1"J 
при n-... оо. 
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s-+oo. l-Jo p(:>== 11z1v<~', следовательно, существует предел 
Iim vis' = W 1 • 

Далее, p<~>-m1v<~>+m2v<~1, поэтому существует и предел 
Jim v~s> = w2 (объясните подробно, почему). Точно так же, 

s--+ ею 

из равенства p(~}=m1v<f'+m2v(~}+mзv<~) и существования 

пределов lim р~5> , lim vls> = wi, lim v~s' = w2 следует су· 
s~oo s~ co s~ сю 

ществование предела lim v~s} = w8 • Продолжая это р ассуж-
s~ оо 

дение, выводим существование пределов скоростей в с е х 
шаров*): 

lim v~s> = wk, k = 1, 2, ... t п. 
s~ oo 

2°" Теперь мы по1сажем, что все предельные скорос11zи и1~ 
равны .л1ежду собой: Wi = W2 = ... = Wn = w. 

Рассмотрим два соседних шара: k-й и (k+ 1)-й. За вреь, я 
от О до Т, в течение которого по нашему предположению в 
системе из п шаров произошло б е с к о н е ч н о е число 
столкновений, k-й и (k+ 1 )-й шары также должны быJrи 
сrолкнуться б е G к о н е ч н о много раз. 
Действительно, если бы он1-1 столкнулись лишь к о н е ч­

н о е число раз, то с некоторого момента t0 , где О < t0 < Т, 
они перестали бы сталкиваться и тогда вся система из п 
шаров с момента to разделилась бы на две: п р а в у ю, в 
которую входят шары с номерами от 1 до k, и л е в у ю -
с номерами от k+ 1 до п. В каждой из этих систем число 
шаров строго меньше п , а тогда по предположению инду1<· 

u u 
ции число столкновении в каждои из них конечно как на 

промежутке времени от О до t0 , так и на промежутке времени 
от to до Т. В результате получаем, что и во всей системе из п 
шаров число столкновений на промежутке времени (О, Т) 
к о н е ч н о, что противоречит нашему исходному пред­

положению. 

Рассмотрим некоторое столкновение между шарами k 
и k + 1; пусть оно имеет номер s в серии всех столкно~ений 
сие емы из п шаров . Из закона сохранения импульса 
имеем равенство 

mkrf,~(} + nzk+1Vksi1 = mkv~-1) + mk+tVks+11> 
-------

•) Л. Н. Васерштейи и Г. А. Гальперин доказали общее ~т-
вер>1\дение о том, что в любой (даже м1-1огомер1-1ой) системе нэ конеч­
»оrо числа 11ентрально отталкивающихся частиц все частицы имею'I' 
nреде11ьные скорости. Это ~тверждение используется nрн Аокаэа· 
Тельстве теоремы в rn. 7. 
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(при этом (s-1)-e столкновение может произойти и между 
шарами, отличными от k и k+ 1), а из закона сохранения 
энергии - равенство 

mk (vis>)~ + тk+1 (v~s~1)2 = тk (v~s-1>)2 + тk+l ~s;f>)~. 
Переносами слагаемых в разные части равенств получаем 

mk (vJ:>-vks-u) = m1z+1 (v~s+11>~~visL1), 
m1i ((vks>)l-(t'~s-1>)2) = т1z+t ((vks+f))2-(tl}es~1)1), 

и после почленного деления последнего равенства на пред­

последнее (такое деление возможно: v<i>=t== v_~s-1> и v~s_f_1=#= v<~+~>, 
поскольку s-й удар произошел именно между k-м и (k+ 1)-м 
шаром!) получаем соотношение 

VkS) + t?lS-1) = v~s+f > + v~s~1 • 
Оно справедливо для б е с к о н е ч н о г о числа столкно" 
вений s между k-м и (k+ 1)-м шаром, поэтому в нем можно 
перейти к пределу при s--э-оо. Для предельных скоростей 
получим 2w1i=2wk+ 1, откуда w1i= wk+f· Итак, все предель" 
ные скорости равны 1ttежду собой: 

W 1 =W2 = ... =Wn=W, 

что ь~ы и хотели доказать в этом пункте. 

3°. Пусть v<~>, ... , v<~ - начальные "скорости шаров; 
из за1<она сохранения импульса следует, что для каждого 

столкновения s выполнено равенство 

m1vi0J + ... +mnv~0> = m1vi5> + ... + mnv~s>. 
Поэтому, переходя к пределу при s:-+oo, находим 

т1t4_6J + .. • + тпrfпО> = (т1 + ... + тп) W, 

откуда 
(0) __l_ (0) 

m 1V1 + ... ~mпVn w---------- т1 + •.• +тn • 

Но величина справа - скорость центра масс всей системьt 
из п шаров. Итак, скорость каждого шара стремится ~ 
скорости центра масс всей системы (если число соударении 
бесконечно). 

Перейдем в связи с этим в систему центра масс, т. е. в 
систему отсчета координат, которая движется относительно 
исходной системы отсчета равномерно со скоростью w. 
В ней все предельные скорости равны О; следовательноt и 
п р е д е л ь н а я э н е р г и я в системе центра масс 
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равна О. Однако в силу инерциальности системы отсчета, 
u u ~ 

связаннои с центром масс, в неи, как и в исходнои системе. 

выполнен закон сохранения энергии; а раз п р е д е л ь­

н а я энергия равна О, то и н а ч а л ь н а я энергия 
шаров в системе центра масс также равна О. 

Это может быть лишь тогда, когда все начальньtе скорости 
шаров в системе центра масс были равны О, т. е. когда вис­
ходной системе отсчета все начальные скорости шаров были 
равны w. 

Но при одинаковых начальных скоростях шаров столк­
новений между ними вообще н.е мопет происходить! Это 
противоречит исходному предположению о том, что в систе­

ме происходит б е с к о н е ч н о много столкновений. 
Следовательно, исходное предположение неверно -

ч11сло столкновений может быть только конечным, что и 
требовалось доказать. 

Повторим кратко схему доказательства нашего утвер>к­
дения. Мы предположили, что в люб ой системе с мен.ьши "я 
чем п числом шаров количество столкновений конечно (а 
для п=З это предположение мы доказали в § 16), и пред­
положили затем, что в н е к о т о р о й системе из п шаров 
количество столкновений б е с к о н е ч н о. Отсюда мы 
вывели, что любые два соседних шара должны сталкиваты я 
друг с другом также бесконечно много раз, а тогда их ско­
рости должны с т р е м и т ь с я к одному и тому же пре­

делу, равному скорости центра масс системы. Но, поскольку 
выполнен закон сохранения энергии, эти скорости уже с 

начального момента равнялись скорости центра масс. Од­
нако шары с равными скоростями вообще не могут сталки­
ваться! Итак, если предположить бесконечность количества 
ударов в «газе» из п молекул, то из этого выводится, что это 

количество равно нул10 - явный абсурд! Поэтому число 
ударов и в системе из п шаров конечно на всем бесконеч­
ном интервале времени. Это число мы оценим я вно в § 18. 

Б. Геометрическое решение*). К рассмотренному краси­
вому аналитическому рассуждению добавим теперь геомет· 
рическое, пожалуй еще более красивое и прозрачное рас­
суждение, использующее, как мы обещали в начале пара­
графа, конфигурационное пространство - многогранный 

Угол Q. Заодно обоб1цим ситуаци10 и сформулируем сле­
ду1ощую задачу. 

8
) Это решение существенно отличается от впервые предложен" 

ного Я. 1'. Свнаем решения в статье (7). Оно было получено неэа· 
внсимо А. М. Степиным и первым -из авторов етой ки иrи. 
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R многомерном пространстве располо31сен произвольный, -
п-гранный угол Q с верtыиной в начале координат О. Внутри 
эпzого многогранного угла движется бильярдная час11zица, 
отра31саясь упруго (по бильярднол1у закону) от его гранеа. 
/1ерестанет ли когда-нибудь би,льярдная частица сталкu" 

вапzься с граня.Ntи угла Q? Кояечно или бесконечн.о числ.о ее 
011zра31се1-1. ий от граней за беско1-t,ечное время? 

Для двугранного угла величиной а ответ мы знаем: иска" 
lY1oe число отражений конечно и не превосходит N (а)= 
~-[-n/a] (см. § 15, п. В). Число N (а) было 1 1олучено 
с помощью выпрямления траектории - превращения ее в 

пряму10. Так же, но несколько хитрее, мы поступим 11 
~ 

сеичас. 

Теорем а 2" Бильярдная частица в многогра,нном 
....... 

угле Q с некоtпорого момента движепzся по лучу, не пересе" 
каюи1ему его граней. До этого lftoмeнtna час1пица сделает не 

- - -
более N (Q) отражений от граней Q, причем число N (Q) за-
висит только от геометрических характеристик угм -Q. но не от начального поло31сения и направления скоросttШ 
часrпицы. 

Д о к а з а те п ь с т в о. Для наглядности докажем тео­
рему 2 в случае м·ногогранного угла в т ре х м е р но м 
nространстве IR.3. Пусть а1, а2, .. •t ап - двуграNНЬtе -
углы многогранного угла Q. OпИilleM сферу S2 раJ!Иуса 1 с - -· 
центром в вершине О угла Q. Тогда r~-гранный угол Q вы-
сечет на сфере S2 сферическиймногоугольник Jt=A 1A 2 • • • Ап, -
верши11ы которого A i - точк и пересечения ребер угла Q 
со сферой t а стороны А 1А 2 1 А 2А 3 , ••• , А 11А 1 - дуги боль­
ших окруж1-1остей, высеJ<аемые на сфере его гранями 
(рис. 17.2, а)" Длины сторон AiA i+i _r..tногоугольника равны 
плоским углам A;OAi+i (та 1< как радиус сферы равен 1). 
а углы Ai, .•. , Ап многоугольника rЛ - двугранным 

-
углам а1, а2 , ... , a,i многогранного угла Q. _ 

Рассf\-tотрим теперь бильярдную траекторию внутри Q. 
О11а представляет собой многоэ11енну10 ломану10, не обя~а; 
тельно лежащую в одной плос1<ости, число изломов которои 
вам неизnестно - ОН{) может быть как конечным, так и бес­
конечным (пока мы ничего не знаем), а также может либо 
содержать бесконечный луч (тогда бильярдная частиuа, 
летящая по нему, уже не сталкивается со стенками мноrй"" 
rранного угла Q), либо не содержать такого бесконечного 
луча (в этuм случае множество соударений со стен1<аМИ 
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заведомо бесконечно; но и в первом случае число соударе­
ний может быть априори бесконечным - только звенья 
траектории в этом случае становятся сколь угодно малыми, 

и ч астица как бы «застревает» в угле Q). 
Применим к бильярдной траектории уже использовав" 

шуюся ранее процедуру «ВЫПРЯl\1ЛеНИЯ», состоящую в том, 
u 

что мы каждыи раз производим симметричное отражение -
угла Q и бильярдной траеI<тории относительно очередной 

а 

Dь1пря11ленная 
траектория 

---.. ..... Q 

D 
Рис. 17.2 

его грани, от котор,о:й отражается частица (подробнее о 
nроцедуре выпрямления см. во введении и в пп. А и В 
§ 15). В результате таких отражений (которых может быть 
и бесконечно много, по неизвестному пока числу точек ИЗJIО­
ма траектории) получим последовательность многогранных 

~ ....... ..._,,., ...... 

углов Q, Qi, Q2 , Q8 , ••• , каждые два из которых симмет-
ричны друг другу относительно общей грани, и прямую 1, 
nересека1ощую эти многогранные углы,- вьтрямленну10 

бильярдную тр~кторию. Многогранные углы {Qi} высе" 
I<ают На сфере S2 р а В Н Ы е сферические МНОГОУГОЛЬНИКИ, 
иrv~е1ощие общие стороны,- все они получаются симмет­
ричныl\1и отражениями на сфере из многоугольниl{а ,//,== 
=А1А2 .. . Ап. 

Рассмотрим центральную проекцию бильярдной тра-

ектории в угле Q на сферу с центром О. На сфере получится 
многозвенная ломаная, расположенная в сферическом мно­
rоуrольнике А и состоящая из дуг больших ОI{ружностей 
сферы S 2• Звенья этой ломаной отражаются от сторон сфери­
ческого многоугольника Ai ... Ап по закону «угол паде­
ния равен углу отражения». Действительно, пусть отра" 
>«ение происходит, наr1римерt от стороны AiA2, т. е. про­
екция бильярдной частицы на сферу S2 движется по зве­
ньям М1М2 и М2М8, где точка М2 лежит на стороне А1А 1 
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(рис. 17.3). Следовательно, сама частица отражается от 

грани OA1A s многогранного угла Q. Оrразив Q симметрич­
но относительно этой грани (переведя его в многогранный -
угол Qi) мы «выпрямим» два соседних звена бильярдной 
траектории - проекция на сферу отрезка, симметричного 
второму звену траектории , будет дугой М2М~, являющейся 
продолжением дуги М1М2. Следовательно, LA1M2Mi= 
=LA2M2M~, а так как LA2M2M~=LA2M2Ma, то 
LA1M2M1= LA2M2M8 - звенья М1М2 и M2Ms на­
клонены к стороне AiA 2 под равными углами, что и требо­
валось. 

Итак, r~роекция н.а сферу бильярдной траектории в -
угле Q яаляеп1ся бильярдной тра,екпzорией в сферическом 

многоугольнике А. После выпрямления бильярдной траек--
тории в Q, что в проекции на сферу отвечает выпрямлению 

бильярдной траектории в сфе­
рическом многоугольнике ,Л, по­
лучим, как уже говорилось, пря-

А2 мую l и ее центральную- nроек­
uи10 на сферу с центром О - ду" 
гу 1'. Но дуга у - это в 1почности 
r~оловина большой окружн.осtrшl 
Это хорошо видно из рис. 17.2, б 

Рис. 17.3 (концы дуги 1' не вкл1очаются в 
нее). Следовательно, длина дуr~ 

у равна п, и, тем самым, бильярдная кривая в угле Q 
(имеющая бесконечную длину) превращается в ломаную 
внутри многоугольника ,Л конечной длины n (начало и 
конец этой ломаной могут лежать строго внутри ,Л). 

Еще раз внимательно исследуем звенья бильярдной ло-
маной в многоугольнике сА. Проекция М бильярдной 
частицы движется по сфер 11ческой ломаной внутри много­
угольника сА и проходит суммарный путь длины n. Е~и 
точка М движется по тем звеньям сферической ломанои, 
которые отражаются от двух с о с е д н и х сторон много­
угольника cJt, например от сторон А 1-.1А 1 и A 1Ai+1, то она 
отражается от этих сторон (не являющихся сторон~l]i 
угла А 1 многоугольника сА) не более N(ai}=-[-n1a1 
раз (таково число отражений бильярдной частицы от 
двугранного угла с ребром ОА 1 и гранями OAi-1Ai и 
OAtA i+i; см. также рис. 17.2, в)" Но не мо>кет ли возни~<· 
нуть такая ситуация: точка М попадает в угол А i б е с к ~ 
н е ч н о м н о г о р а з, причем каждый раз в с е б л и »' ' 
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и б л и же к верu1ине А 1 - это не будет противоречить 
~ 

конечности суммарнои длины всех проходимых е10 звеньев 

внутри t!ll 
Чтобы отвергнуть такую возможность, поступим сле­

дующим образом: окружим кажду10 вершину А i кружком 
Ki фиксированного радиуса так, чтобы кружки не пересе­
кались, а оставшуюся часть многоугольника t!l (за исклю­
чением всех этих кружков) обозначим 53 (рис. 17.4). Пусть 
d - м и н и м а л ь н о е расстоя ние между точками сто­
рон AiA2, А2Ав, ... , АпА1~, принадлежащих части !В мно-
гоугольника (т. е. между точ- х2 ками сторон а1, ... , ап, не ле- А Кз 
жащими в кружках {К1 }). Тогда 2 

точ ка М, выйдя из кружка К1 , 
вновь попадет в этот кружок, 

u 

лишь проидя расстояние, не 

меньшее d. Сколько же раз точка 
М можепz попасть в кружок Ki? 

,,,,,,.....~ 

Вне этого кружка она прохо· Рис. 17.4 
и 

дит путь, меньшии суммарного 
u 

пути по в с е м звеньям, т. е. меньшии n; значит, 

количество ее заходов в кружок К1 не может превос· 
ход~1ть 1n=[nld]+I. Внутри же каждого кружка /(i точка 
М сталкивается только со cтopoliaпtu угла А 1 и испы­
тывает, по сказанному выше, не более N (al) столкновений. 
Всего столкновений точки М со сторонами многоугольника 
Jl в н у т р и всех кружков поэтому не более m(N (а1)+ 
+N (а2)+ .. . +N (ап)). К этому числу следует добав~1ть 
количество столкновений точки М G частями сторон ai, ... 
. . . , ап многоугольника сЛ, лежащими в не l{ружков {К1 }. 
Но от одного такого столкновения до другого точка Af 
проходит путь, не меньший dt поэтому число этих столкно­
вений не больше указанного выше числа m. Следовательно, 
общее число столкновений точки М со спzорона.лtи мн.ого­
уголь11,ика rll, равное числу спzолкновеliий бильярд11,ой ча· 

стицьl с гранями угла Q, не превосходип~ 

N~N(Q)=nz(N(aJ+N(a2)+ ••• + N(an)+l)= 

= ( [ ~ j + 1) ( 1-( -~ ]- [ - ~ J- ' • • - [ - :n 1) 1 

где а1 , ••• , an - двугранlitхе углы многогранного угла Q. 
Мь1, таким образом, не только до~азали, что число N 

Столкновений частицы о гранями угла Q в трехмерном про" 
СТранстве конеч1-10, но и оценили ero числом N (Q), завися-
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-щим то л ь к о от геометрии многогранного угла Q __ 
от его плоских углов (они неявно входят в величину d) и 
двугранных углов а., а2, ... , ап. 

Аналогичное рассуждение, по существу индукционное - ' проводится и для многогранного угла Q в многомерном 
пространстве (Rk(k>З). Случай трехмерного пространства 
R8 мы свели к случа10 двумерного. но уже сферического 
пространства S 2 (правда, с ограниченным мноrоуrольни­
ком, а не с бесконечным углом) ; точно так же, случай четы­
рехмерного пространства IR.k сводится к рассмотрению 
«сферического» многогранника на т р е х м е р н о й еди· 

ничной сфере S3= {х~+х~+х~+х:=:= 1 }, и т. д. в результате 
получается р а в н о м е р н а я (т. е. зависящая только от -геометрии угла Q) оценка числа ударов с гранями. 

Остановимся коротко на доказательстве для общего 
случая k-мерного пространства IR.4 , в котором находится -k-мерный п-гранный угол Q" с вершиной в начале коорди-
нат О, и сведем его к случаю размерности k-l. <;)пишем 
единичную (k-J) ... мерную сферу Sk- 1 с центром в О; грани 
угла (jtt высекут на сфере Sk-i некоторый сферический 

(k-1)-мерный многогранник 
сЛ . Бильярдная траектория 
вместе с бильярдной части­
цей проектируется на сферу 
Sk- 1 в виде «сферической 
бильярдной ломаной» в ,л. по 
которой движется точка М. 
После выпрямления бильярд· 
ной траектории получаем пря" 
мую 1, центральная проекuия 
которой на сферу Sk- 1 дает ло-Рис. 17.5 

ловину дуги большой окруж­
ности длины n (рис. 17.2, 6). Следовательно, сумма длин 
звеньев сферической бильярдной ломаной в сферическом 
многограннике сЛ равна n . Точки пересечения ребер мно-
гогранного угла Q со сферой Sk- 1 - вершины Ai, А2, . · · 
... , А11 -окружим непересека1ощим11ся шарами К1, ... , Kn 
размерности k-1; двуl\tерные, трехмерные, ... , (k-2)­
мерные грани многранника ,А, окру>ким попарно непересе­
J{ающимися окрестностями - (k-1 ) -мерными цилиндрами 
(схематически это изображено на рис. 17.5). Внутри каж" 
дого шара Ki точка М отражается толы{о от (k-2)-мерных 
граней (k-1)-мерных многогранных углов Q~-1, Q~-1• • • • 
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... , Q~-1; поэтоl\.1у число столкновений точки М с этиl\tИ 
гранями не превосходит некоторой константы, зависящей, 
~о предп~ожению индукции, только от геометрии углов 

Q~-1, • •• , Q~-1 • Аналогичные равномерные оценки имеют 
место 11 для отражений точ1<и М от граней сферического 
многогранника Л, находящихся внутри построенных ци· 
линдров. Как и в случае пространства IR3 и сферы S2, в слу" 
чае простра11ства IR.k и сферы Sk-1 мы должны учесть ко­
лпчество заходов точки М в построенные шары и цилиндры; 
по аналогичным соображениям, они не превосходят неко­
торого числа m= [n/dJ + 1, где d - геометр11ческая харак-

~ 

теристика оставшемся после въ1кидывания шаров и цилинд-

ров из многогранника t!l части 93. В результате можно 
получить верхнюю р а в н о м е р н у ю оценку числа стол­

кновений точки М с гранями сферичесr<ого многогранниr<а 
Л, которая оценивает сверху также и число столкновений 
исход1-rой бильярдной частицы. Теорема 2, таким образом, 
доказана. 

Заодно получено второе решение задачи про п шаров на -
прямой; для этого в качестве многогранного угла Q следует 

..... 

брать (п-1)-rранный угол Q = { (Xi, ••• , in) Е IRn: ;~ ~ 
-

~ ... ~ ;::_ } . В отличие от лриведенного аналитичес-
пzп 

кого решения, где утверждается лишь, что число столкно­

вений между шарам11 не может быть бесконечным, в геоме ­
трическом решеппи получен гораздо более сильный 
результат, говоря11\ий о наличии единой (р а в но м е р­
н о й) 011енки числа столкновений для всех систем шаров 
с данными массами. 

Т е о р е 1\1 а 3. Ч uсло с11zолкновений за, бесконечный про­
.лtежу11zок времени меJ1сду ti u1.apa.t.tи на tipяAt ой меньше неко­
tnорой констан1пы N (1111, ••. , niп), зависяи{ей тол·ько 011z 
соо1пноtuений .лtасс а111их 1маров п11, ••. , пzп (эпzи coomнo­
uieнtlЯ 01~ределя1оп1ся геоме11zрией мн.огогранного угла 

Q(11z1 , ••• , пzп), т. е. t~лоскими, двугранными, 111рехгра1-t -
-

ны.л1и, ••. , углами Q) LL не Зl18Uсящей от начальных поло-
женt.Lй Xi, • • • , Xn и скороспwй V1, • • • , Vn tllapoв. 

11сходя из некоторых других, более физических сообра­
жений, получим оценку константы N (mi, " •• , тп) в§ 18. 

З а д а ч а*. В прямой круговой конус влетает бильярдная 
част~ица. а) Перестанет ли она коrда-нйбудь сталкиваться с ним? 
б) Конечно ли число ее столкJiовений с поверхностью конуса? 
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в) Если да, то зависит пи это число от начальных положения и 
скорости частицы? 

От в е т. а) Переста нет . б) Кснечно. в) Зависит. Указ а ни е 
к р е ш е н и ю. Рассмотрим центральную проекцию бильярдной 
траектории v на сферу с центром в вершине конуса. Вся спроек­
тированная траектория "\'1 будет раСПОЛаГаТЬСЯ В КруГЛОЙ «ШаПОЧ­
ке», высекаемой на сфере конусом, причем ломаная v' будет вести 
себя в «шапочке», как бильярд в обычном круге, т. е. будет распо­
лагаться полностью в круговом кольце и иметь равные звенья. 

Рассуждая, как и раньше" нетрудно показать, что длина ломаной 
,.,, равна л, поэтому число звеньев у v', а тем самым и у v конечно. 
Но чем «касательнее» частица будет запущена в конус, тем звенья 
ломаной v' будут меньше, и поэтому их кол ичество будет зависеть 
от начального состояния влетающей частицы. 

§ 18*. Число столкновени~ между 
молекулами одномерноrо «газа» 

В этом параграфе мы сначала оценим число 
u й 

столкновении между п молекулами «газа» на прямои, а за" 

тем решим аналогичную задачу в «сосуде» - на отрезке 

прямой. Геометрическое решение задачи о числе столкно· 
u 

вении между п шарами с массами т1, ... , fnп, упруrо 

сталкивающимися на прямой, дает возможность получить 
верхн1010 оценку этого числа, но выписать ее явно на основе 

соображений § 17 довольно затруднительно. Мы приведем 
новъ1е соображения, которые позволят получить искомую 
оценку аналитически и выписать ее явно. Эта оценка будет 
зависеть только от числа п шаров и от отношения макси­

мальной массы nzmax в системе к минимальной массе mmin· 
При ее выводе мы будем использовать полученные в § 17 
з:нания о том, что число столкновений в рассматриваемой 
системе конечно на бесконечном промежутке времени (и 
некоторые следствия, например о том, что моменты столкно­

вений l1, t 2 , ••• не могут скапливаться на оси времени, и 
т. д.}. Будет доказана 
Теоре м а 1" Число ст·олкновений в системе из п 

и.юров на 1~рямой с массами mi, .•. , тп не превосходит 

2 (вп2 (п-1) mmax )n-
2 

t где mmax и тm1n- максил~альная и 
mmln 

л1инимальная мflCca шара. 

До к а э ат е п ь в т в о*). Перейдем и системе коор­
динат с началом в центре масс системы шаров. В eтoii 

•) Пре.жде чем читать доказательство, читателю nолезио озиа· 
комиться с принципом Лагранжа. которому посвящен tРассказ 
двенадцатый» wпоминавшеАся в§ 4 книги В. И. Тихомирова сРасска· 
зы о максимума~ и минимумах». Впрочем, кратко етот nриицнn из" 
ложен нами иа с. 180. 
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системе отсчета 

т1х1+ •.. +тпх"=0, m1v1 + ... +m"vn=O. 

Энергию всей системы молекул в рассматриваемой системе 
отсчета обозначим Е: 

п 2 

~ т;~=Е. 
i= 1 

Занумеруем подряд моменты столкновений частиц: t1< 
<t2<ts< .. " Согласно закону сохранения импульса в мо­
мент tп импульс каждой из столкнувшихся частиц изменя­
ется на одну и ту же п о л о ж и т е л ь н у ю величину, 

которую обозначим Лрп (мы считаем скорость частицы поло ... 
u u 

жительнои при ее движении вправо по прямои и отрица-

тельной при ее движении влево): имI;Jульс левой столкнув­
шейся частицы уменьшается на Лptt>O, а правой - уве­
личивается на Лp tt (см. задачу 13.1). Пусть Pi=mivt -
:импульс частицы i, а N=N(mi, ... , тп) - общее число 
столкновен~1й в рассматриваемой с~1стеме шаров за беско­
нечный промежуток времени" Оценку числа N проведем в 
несколько этапов. 

Этап 1. Оценим сумму Лр1+Лр2+ .. . +Лри- Для этого 
умножим импульс каждого шара на его номер и сложим по" 

лученные величины, т. е. рассмотрим функцию времени t 
Jl 

~ (t) = 1 · р1 (t)+2 · Р2 (t) + ... + п · Рп (t) = ~ i · Р; (i). 
i=I 

Функция ~ (t) постоянна между двумя столкновениями и 
меняется только в момент столкновен11я t" на некоторую 
величину Л~п- Вычислим Л~п, считая, что в момент t k 

СТQЛ({l-IУЛИСЬ шары .! и r+ 1: 

~(tk-O) = l·Pi+ •.. +r·p,+(r+l)p,+i+ •.. +п·рп, 
~ (tk +О)= 1 · р1 + ... + r (р,-Лрk) + (r + 1) (Р,+1+Лрk)+ ... 

• • • +n·Pn• 

Итак, ~ (t) в момент удара tk меняется на Лрk. Есл~1 мы 
найдем верхн1ою и нижнюю оценки ~ max и ~ min функ­
Ц.ИИ ~ (t), то мы тем самым сможем получить и верхнюю 

оценку для суммы ~ Лр", поскольку 
k 

N 

~ Лpk~~max -~min• 
k=J 
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l(ак будет следовать из дальнейшего, достаточно получить 
только верхнюю оценку 3-i max (мы увидим. что ~ min = 
=-f!Jmax). 

Рассмотрим функцию *) 

п 2 ) 

2 = ~ ( i •nl;V; + 'Л·m;V; + µ·m; ~- -µЕ, 
1 == 1 

где Л и µ - неопределенные коэффициенты. В искомой 
э1<стремальной точке iJ :=== (v1t ... , vп) все производные 
этой функции по переменным vi, i=l, ... , п, обраща1отся 
в нуль: 

, 
2,). = (i + Л) mi + µtn;v1~ =О. l 

Отс1ода получаем п равенств: 

i+Л 
v, = - it • i = 1 ' 2, • • . • п. 

u 

п 

Подставив найденное значение vi в равенство ~ m;v; ==О, 
i=I 

на идем 
п 

~ i·m; 
~ , ~ 1 М1 =---,1--=- м t 

~ т; 
i == i 

. ' 
где М = ~ rп" - суммарная масса всей системы шаров, а 

i == 1 
п 

М1 = ~ i · 1ni - г~ервый .1.1омент (этот термин взят из теории 
t= : 

вероятностей). 
·+л Подставив теперь vi = - 1 в равенство 

Jt 
1l 2 
~" m

2
,v; k..--=E, 

1 == 1 

*) Фу н кuия 2 называется функцией Лагранжа {см. об этом 
уже упоминавшу1ося книгу В. Л1 . Тихомирова «Рассказы о макси­
мумах и минимумах»), а применяемый эдесь метод носит нязванне 
«прс:~вило множителей Лагранжа» и состоит в том, что, добавляя 
к оuениваемой функции~(t) все имеющиеся ограничения, умножен· 
ные на неопределенные коэффиuиенты (в данном случае это 

Л ("$2 m;v;) и ri ("$: m~vt -в)), дифференцированРем полу· 
t=I i =I 

ченной ~)ункции .Z находят экстремальные точки. 
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u 

на идем 

п 

lfЛИ, введя обозначение 1\12 = ~ i 2 ·tn1 (в11zорой мо.л1ен111) 
i= 1 

и подставляя найденное значение Л, 

-.1 1 ( м~ ) µ = ± JI 2Е 1\12 - М . • 

Зная Л и µ, f\1ожно вычисii нть экстремальные значения 
функции fP (t): 

~ ~ · - Vr2в (м2- мм:) . v extr = ~ tffl;Vi = + 
t= 1 

Отсюда следует. что 

r ( 2) ~max =-~mlu = V 2Е М2- ~1 
, 

следовательно, 

N 

LЛpk~~max -~mi11=2.?max =2 -V 2Е ( M2-
k= 1 

м~) 
м . (1) 

3 а м е ч а н и е. Читатели, знакомые с теорией вероятно-
., 

М -М'"'/М стей, заметят , что число D~= 2 М 1 есть дисперсия случай ... 

ной величины ~, прин11ма1ощей з начение i с вероятностыо mil М . 
Поэтому nыnолнено неравенство 

V Л1 21И- Mi ~М· -. / i!.. • 12 +.!_. n2- (.!.. 1+.!_. n)2 
= v '2 2 2 2 

n-1 
=М· • 2 

которое превращается в равенство, если положить крайние массы 
m1 и тп равны t·1 и М/2, а все прочие массы - 11ул10 (это неравен­
ство можно доказать и чисто алrебраическп). 

Этап 2. Всю ось времени t разобьем на «быстрые про­
Ме}кутки», на каждом из которых каl{ие-то два соседних 

шара имеют большую относительную скорость и не сталки­
ваются друг с другом. Напомним, что начало системы 
координат находится в центре масс системы п шаров. 

Промежуток времени [ti, t2] (где l2 мо>1<ет, вообn{е гово­
ря , принять значение +оо, тогда отрезок превратится в 
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венства (для определенности считаем, например, что i < 11: 
1V;-Vj 1 ~ 1 V;-V;+1 I +1 Vi+1 --V;+ 2 I + ... + 1Vj-J.-Vj 1 < 

< с ( т; + т; н + ... + т J-i + т i ) === с [ ( 1 + 1 ) + 
т;т;+1 mj-1mj т; m; + i 

+( 1 + l )+ ... +( 1 + 1 )+ 
т;+1 т;+2 mj- 2 mi-l 

+ ( т 11
-1 + ~ i ) ] =с [ 2 ( ~i + mi ~ 1 + · · · + ~J )-

- 1 _ 1 ) < 2с ( t + ... + t )· 
т; mi т; mi 

Так как начало координат находится в центре масс системы, 
.., . . 

то в каждыи момент для каждого шара t существует шар J 
u 

такои, что скорости vi и Vj имеют противоположные на-

правления, а тогда, учитывая (2), 

{~1) 2 {Е( \v1 l <lи;-V1I <2с t~mtJ = (L.nh-) 2М L-k)== 

~У~ 
для всех i= 1, 2, ... , п. 

Оценим кинетическую энергию всей системы шаров 
сверху: 

2Е 
п 2 п т; М Е п 
~ m ;Vi ~ ~""' Е = ~ 2 < ~ 2 = м ~ tni = Е. 
i=J i=I i=J 

Полученное противоречивое неравенство Е<Е доказывает 
неправомерность сделанного нами предположения. Утверж-
дение доказано. ~ 

Этап 3. Оценим количество быстрых промежутков. 
Каждому максимальному по длине быстрому промежутку 
[ti, t2] соответствует «сильный» удар некоторых шаров 
i-l и i, происходящий или в момент t1, или в момент t2 , 

при этом для всех t Е [t1, t2J 
lv1 (t)-v1_1(t>l~c m;~I+~;. m,_1mi 

Изменение импульса при этом ударе равно (см. зада­
чу 13.1) 

л 1 1 
m,- _fmi --........... 

Pa-1. i) = V1-V1-i m;_f +т; ~с. 

С другой стороны, Лp<t-I. /) равно какому-то Лр1t, где k -
Номер момента i1t в последовательности всех моментов 
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полуинтервал U1, +оо)) будем называть быстрым, ecJJя 
какие-то два соседних шара i-J и i ни разу не сталкиваются 
в течение этого промежутка, причем их относительная 

скорость превышает некоторую положительную постоян­

ную ci>O: 1 Vt (t)-vi-1 (t) / ;;:::ci пр и всех t Е [t1, t2J. 
Конечно, л ю 6 о й промежуток времени, в течение 

которого в системе не было вообще стол1шовений,- быст­
рый (поскольку положительную константу с, можно опре" 
делить уже после выбора этого промежутка как модуль 
разности скоростей чаtтиц i-1 и i). Это верно, но только в 
этом случае с, будет зависеть от положений и скоростей 
шаров, а этого мы хотим избежать, чтобы получить оценку 
числа столкновений. Наша цель - с н а ч а л а подобрать 
константы ci, не зависящие от положений и скоростей ша­
ров, а з а т е м уже получить соответствующие быстрые 
промежутки . Заодно мы хотим, чтобы каждый момент вре­
мени t попадал хотя бы в один из та1<их быстрых проме­
жутков. 

У т в е р ж д е н и е. Существует такой набор кон­
стант с2 , Сз, •..• Сп, зависящих только от масс чсwтиц и 
полной кинетической энергии Е, что объединение быстрш 
промежутков времени по всем парам (i-1, i) покрывмт всю 
ось времени. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В ведем число 

(2) 

где М=т1+ .. . +тп. Положим теперь для каждого l=2, 
3, 4, .. 1 

Утверждается, что д.11я каждого момента времени t су· 
ществует такое i, что 1 Vi (t)-v1_ 1 (t) 1 ;;::с, - это и озна· 
чает, что все быстрые промежутки покрывают полностью 
ось времени. 

Предположим, однако, противное: пусть в некотсрьеа 
момент t для всех i = 2, 3, • . . , п 

l v (t)-v (t)/ <с т1- 1 +т1. 
l 1-1 т"_1т1 

С учетом этого предположения справедливы такие нера· 
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венства (для определенности считаем, например, что i < j): 
1vi-vJ1~ 1 v,-vi+1I+1 Vi+1-V1+2I+···+1V1-1-fl11 < 
<с ( m~~:,i::1 + . "+ m~~~m~J) = с [ ( ~i + mi~J + 

+ (- 1 + _!_) + ... + (__!_ + __!__) + 
m i +1 mi+2 т1- 2 т1-1 

+(_!_+_!_))=с[2(-1 +_!_+."+-1 
)-

т1-1 т1 т1 mi+1 т1 

_ _!_ __ 1 ]<2с(-1 +."+_!_)· 
т1 т1 т1 т1 

Так как начало координат находится в центре масс системы, 
то в каждый момент для каждого шара i существует шар j 
такой, что скорости ui и v; имеют противоположные на­
пр авления, а тогда, учитывая (2), 

( ~ 1 ) 2 , /в( ) jv/1<\vi-иJI<2с lL. т11 = ( ...!._) V 2М L...:; = 
t= 1 ' L. т, 

~У~ 
для всех i= 1, 2, , , ., п. 

Оценим кинетическую энергию всей системы шаров 
сверху: 

2Е 
п 2 п mi -м Е п 
~ m·v· ~ ~ E=k.f<.:..,. 2 =мk.mi= E. 
i=I i=I i=I 

Полученное противоречивое неравенство Е<Е доказывает 
неправомерность сделанного нами предположения. Утверж· 
дение доказано. ~ 

Этап 3. Оценим количество быстрых nромежутков. 
Каждому максимальному по длине быстрому промежутку 
It1, t2] соответствует «сильный» удар некоторых шаров 
i-1 и i, происходящий или в момент t1, или в момент tz, 
пр и этом для всех t Е [t1, t2] 

1 v, (t)-t'1-1(t)1 ~с m~-.t+m~i • 
1-1 1 

Изменение импульса при этом ударе равно (см, зада­
чу 13.1) 

Лра-r., l> = 1 v,-u,_1 I т1-1т1 ~с. 
m;-1+m1 

С другой стороны, ЛРа-r.. /) равно какому-то Лр11,, где k -
li мер момента tk а последовательности всех моментов 
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u 

столкновении шаров, и поэтому изменение импульса при 

каждом сильном ударе не меньше с: Лрk~· Следова­
тельно, количество сильных ударов н е б о л ь ш е чем 

(f
1 
Лрk )J с. Оuеним это число, учитывая формулы (1) и 

(2): 

Осталось теперь заметить, что каждый момент сильного 
удара - конец отрезка [!1, !2] - принадлежит не более 
чем д в у м быстрым промежуткам, стало быть, число бы­
стрых промежутков не больше удвоенного числа сильных 
ударов, т. е. не превосходит величины 

К =8 't~ _!__f V ММ - М2• ~ nz; J 2 t 
i::: ' 

(3) 

Этап 4. Оценим число столкновений N (mt, ••• , 1п11 ). 
Итак, существует разбиение оси времени, состоящее не 
более чем из К отрезков :~ причем на каждом отрезке (бы­
стром промежутке) всю систеl\tу шаров можно считать раз· 
битой на двt' невзаи1\1одействующие системы. Поэтому мож-

IU 

но воспользоваться индукuиеи и написать: 

~V (11t1 , ••• , тп) ~К· max (N (1111, ••• , rn,) + 
l<r<n 

+ fv, (tn,+ 1 , ••• , tnп)) + ЧUСАО CUAbflЫX ударов, 
где N (nl1 , ••• , rn,) - число столкновений в системе r 
шаров с массами 1п1, ••. , т,. Мы будем далее делать rpy· 
бые оценки, заменяя, например" /(/2 на К и т. п.- нас ин· 
тересует лишь возможность получить я в ну ю фор A·i у­
л у для оuенки. 

Так как число сильных ударов не больше К (даже не 
больше К/2), то 

Пусть Т, - максимальное из чисел N (rn1 ,, ••• , т, ,)t rде 
т,. , ••. , rn1, - произвольные r масG из rn1, ••• , rпл, т. е. 
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Т, равно максимальному числу стол1<новений в системе из 
r шаров, выбранных из данных п шаров. Тогда 

Т,~ К (2Т,_ 1 +1) 

(мы опять выписали заведомо грубую 01tен1<у). 
Наконец, введя U ,=Т,+ 1, получаем 

U, == Т, + 1 ~К (2(U,_ 1 - l ) + I)+ 1~2KU,_i· 

Из этого неравенства уже легко получить оцен1<у для Un: 

и" ~ 2KU n-1 ~ (2К)2 и n-2·.~ ••• ~ (2K)ri- 2 И2 ~ 2 (2K)n-~ 

(мея<ду дву~v1я шарами на прямой может произойtи макси­
мум один удар, так что Т2= 1, а U2 =2). 

Следовательно. учитывая равенство (3), получаем 

1 п 1 t } fl - ~ 
N(mi, .", mn)~ 2 16 JLт;:-1 VM 2M-M1 ' (4) 

. ti= 1 J 

п 1 1 
Так как ~ -~ п и Vл12Л1-Л1~ ~-2 Л1(п- 1)~ 

~ т; mmin 
i= 1 

t 
~2 п (п- 1) mmax (см" замечание в конце первого этапа), 

то окончательно получаем верхнюю оценку числа столино-
v u 

вении в исходнои системе п шаров: 

N (tn1, ••• , rпп) ~ 2 ( 16 п -
2

1 п (п- 1) mmax)n- 2 = 
mmtn 

= 2 (вп2 (п- 1) nzmax)n-~. (5) 
mm1 11 

I<онечно, опенка (5) грубее оцен1<и (4), но одновременно 
нагляднее ее. Теорема 1 доказана. 

Выведем теперь из теоремы 1 общий результат о росте 
u 

числа столкновении между молекулами газа в одномерном 

«сосуде» - отрез1<е ХУ с упруго отражающими краями 
Х и У (при столкновении шар ика с краем - конuом 01-
резка - его скорость меняется на противоположную) . 

'"f е о р е м а 2. Число сrполкновений в cиcrne.1tte из 11 

шаров в одно.1t1ерно.л1 «сосуде» ХУ pacmern не более че.лt с ли­
нейной скоростью по вре.лtени t. И ны.лtи словами, суи,ес1пвую1п 
такие консrпанты Ci и с2 , не зависяtцие от начальных поло" 

жений и скоростей шаров, а зависящие только otn Atacc 11 

nол1'lой анергии системы, что число сrполкновенttй в сосуде 
ХУ за вре.лtя t не превосходит N (t) ~c1t+ca. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Отразим СИI\tметрично отре­
зок ХУ вместе со всей системой шаров (поменяв при этом 
скорости всех шаров на противоположные) относительно 
концов Х и У. Получим отрезок Х'У', на котором уже 
движутся Зп шаров (рис. 18.1 ). Столкновению шара с кон" 
цом отрезка ХУ отвечает в новой системе на отрезке Х' }'' 
столкновение двух шаров равной массы (рассматриваемого 
и симметричного ему). движущихся навстречу друг другу с 

у' х v х' 
.~~--., ~~ ~ .... ..-~, 

Рис. 18.1 

равными, но противоположными скоростями; после столк­

новения эти шары разлетятся, поменявшись скоростями. 

Можно считать поэтому, что они просто прошли друг сквозь 
друга . Положим длину отрезка ХУ равной 1. За время Лt= 

1 1 -. / Пlm in '6 - = у = V 2Е ни один шарикt начавшии 
Vm4x 2E/mmin 

двигаться из точки Х' или У' 1 не может долететь до концов 
отрезка ХУ. Поэтому за вре1t1я Лt cuc1ne1t1a шаров в «сосуде» 
ХУ не чувствуеrп краев Х' и У' «сосуда» Х' У'. Следователь· 
но, за время Лt число столкновений шаров в сосуде ХУ 
между собой и об края Х и У не превосходит числа N ап 
столкновений Зп шаров на всей бесконечной прямой (так, 
будто концы Х' и У' отсутствуют все это время). По теоре· 
ме 1 

( 
т )зn-2 N sn ~ 2 72n2 (Зn-1) max -. 
mmln 

За промежуто1< времени t, который можно покрыть отрез· 

ками Лt в количестве k = r ;, ] + 1 ([ • ] - целая часть) про­
изойдет, следовательно, не более N(t)<.k·Nзn столкнове-

u 
нии; 

N(t)~ ([ bl-] + 1) N 8"<.N1" У ~~n t +Nвп=с1t+с2, 
что и требовалось доказать. 



Гл а в а 7** 

МНОГОМЕРНЫЙ «ГАЗ» 

Уже исследование системы из п упругих ша­
ров н а п р я м о й представляет собой весьма непростую 
задачу, отчасти решенную нами в гл. 6. Исследование 
двумерного и трехмерного «газа» молекул вносит новые 

особенности: меняется характер столкновений и качествен­
но сложнее становится конфигурационное пространство 
системы. Тем не менее с1iстему из п моле1<ул удается свести 
к бильярдной (правда, многомерной) системе (т. е. к дви­
жению бильярдного шара в некоторой области) и доказать 
утверждения, аналогичные теоремам§ 17 и 18. Мы предпо" 

u 
лагаем, что в системе происходят только д в о и н ы е 

столкновениJ1. 

Опишем, как происходит упругое столкновение д в у х 
шаров. Отметим, что, в отличие от шаров на прямой из 
гл. 6, которые мы считали точечными, в этой главе будут 
рассматриваться шары ненулевого радиуса. Раэлож1.~м 
скорость каждого шара на 

две составляющие - нап­

р авленную вдоль линии 

центров шаров и перпенди­

кулярную к ней. В момент 
столкновения шаров, когда 

расстояние между их цент· 

рами равно сумме радиу­

с в и они имеют общую ка-

Рис. А 

сательную плоскость !Р, происходит перераспределен11е 
u 

нор м ал ь н ы х с о ст а в л я ю щ и х скоростеи «при-

лета» 'V .L' 11аправленных по линии центров шаров (перпен­
дикулярно плоскости !Р), согласно формулам (13. l) и 
(13.2) - закона.м сохранения импульса и энергии (это дает 
два алгебраических уравнения с двумя однозначно опреде­
ляемыми неизвестными - новыми составляющими скоро" 

187 



стей вдоль линии их центров). Параллельные же плоскости 
fP (тангенuиальные) состанляющие скоростей v 11 оста1отся 
без изменения (рис" А). Сложив новые составляющие ско­
ростей каждого шара, nолучим скорости их «отлета» (на 
рис. А f'отлета=flн + ii-1)· Отметим, что в нашей модели 
шары при ударе не закручиваются. 

Уже одно знание правила обмена СI{оростей при столк" 
новении двух шаров позволяет решать разнообразные зада" 
чи" Приведем две такие задачи. 

3 а д а ч а 1. Под каким уг Jioм могут разлета ~-ься два одина­
ковых упругих шара~ один из которых покоится? 

Реш е н и е. Случай центр а JI ь но-го удара исследо" 
вался в задаче 13.2: налета1ощий шар после удара оста навJ1ива-­
ется1 а покоящийся приобретает скорость налетающего, как будто 
налетевший шар прошел «сквозь» иего. Угол разлета эдесь равен О. 

Если >1<е удар н е ц е н т р а л ь н ы й. то дви>1<ущийся шар 
полностыо передает неподви>1<ному сво10 центральную составля~ 

щу10, оставляя себе ортогональну10 составля1ощу10. Следовательно, 
угол разлета шаров в этом случае в с е г да равен 90°. 

3 а д а ч а 2. Плоскость разделена вертикальной прямой l 
иа две полуплоскости. В левой nолу nJ1оскости расположен один 
u1ap, в nравой - п шаров. все шары оди на ковы . Шар из левой ... 
полуnлоскости посылается с некоторои скоростью в правую и 

между шарами начина1от происходить упругие столкновения. 

Какое наибольшее число шаров может оказаться в левой полупло" 
скости в результате всех столкновений? 

Р е ш е н и е. Слева от nрямой l н е м о г у т оказаться все 
п+ 1 шаров, так как полный имr1у лье всей системы постоянен и 
равен импульсу первоначально движущегося шара, т. е. направлен 

вnраво. Н е м о г у т слева оказаться и п шаровt так как в этом 
случае сnрава от l двигался бы о д и н шар, и иэ закона сохранения 
им nульса его скорость превосходиJ1а бы скорость исходного шзра 
(чтобы скомпенсирова1ь отр ицательну10 вдоль rориэонтальноii 
оси Ох составля1ощу10 имnул ьса п левых шаров)t а тогда его к11-
нет11ческая энергия превзоu1ла бы исходну10, что nротиnо~)еч11т 
закону ~охра не11ия :iНергии. 

Докажем , что слева otn прямоt1 / А1~1гу1п окаааться п--l и~аров. 
У тв ер ж де 11 и е 1. Можно п1ак поставипzь неподвиж·ныа 

tuap на пути двиэ1еущегоrя. чп10 дв ttJlсущийся шар после удара от­
клонипzсл на произвольный наперед заданный малый угол. Это ясно 
пэ того, что шар можно поставить так, ч·10 налета1ощий 1uap 1олько 
немного его коснетсяt а, значит, и отклонится несильно. При зтом 
угол разлета зтих двух шаров будtiТ равен 90° согласно peu:etJиlO 
11редыдущ~й задачи . 

У т в е р ж д е и и е 2. Неподвиэ1еный rllap моз1сно поставить 
111ак, что если налета1ощий шар имееп~ отрицательну10 составляю· 
и<ую скорости вдоль оси Oxt п10 после столl(новен'lЯ скороспzи o6oUX 
шаров будут иметь отрицательнь1Р сосп1авлянJщие вдоль snzoй :нс: 
оси. Это утверждение - следствие предыдущего: если скорость 
напета1ощеrо шара сос1 а вляет угол а<90° с отрнца1ельным направ-­
лением оси Ох, то иеподвижныii шар мо>1{НО поси1вить 1ак. чl~ 
скорость первого шара u1 после сrолкновения буде·~ составлsнь с 
угол 11= 1/2(90°-а), а с отрицателы1ым направлен11ем ос11 Ох --
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угол a.+f3= 1/2(a+90°)<90°. Скорость второго шара u2 , направ­
ленная под 90() к скорости и1 первого шара. составит с отрицатель­
ным J Iiапраnлением оси Ох угол 1/2 (90°-а)<90°, т" е. обе скорости 
u1 и и2 имеют отр11цательные составля1ощие вдоль оси Ох. 

Перейдем к доказательству основного утверждення задачи" 
Присвоим шару слева от прямой l номер О, а шары справа от l 
за нумеруем ч исламп 1, 2, 3, . " ", п. Шар 1 поставим на пути шара О 
та к, чтобы шар О после столкнове­
н 11я отклонился на 10° (это можно 
сделать согласно утверждению l); 
iuap l полетит под углом 80° 
к положительному направленн10 

оси Ох" На пути шара 1 поставим 
ша р 2 так, чтобы шар 1 откло­
нился на угол ) 0°' тогда шар 2 по­
летит под углом 20° к отр11цатель­
ному направлению оси Ох (рис. Б). 
tUap 3 11оставим так, чтобы после 
столкновения с ним шара 2 оба 

о 

2' 
20° 

Рис. Б 

10 ° 
о ' 

они полетели в отрицательном направленип оси Ох (утверждение 2) . 
На пути шаров 2 и 3 поставим шары 4 и 5 соответственно так. что6ы 
все шары: 2, 3, 4 н 5 после столкновений продол>кали двигаться 
влево. Эта процедура продол>кается до полного исчерпа.н11я за.паса 
ша ров. Задача решена. 

В этой главе будет последовательно приведено: 
А" Описание конфигурационного пространства системьJ п 

у pyro сталкивающихся шаров в простра нстве и в сосуде 
специальной формы (к ним относятся (§ 19) многоуrольн11-
ки и многоrраниик1I). 

Б" Сведение рассматриваемой системы из п шаров к 
бильярду в многомерной области сложной формы, описан­
н й довольно просто в § 20. 

В. Доказательство д 11 с кр е т но ст и множества 
моментов столкновений в системе п шаров (т" е. того, что 
удары не накапливаются: число ударов между шарами и с~ 

стенками сосуда в любой I<онечный промежуто1< времени ко­
нечно; см. § 21). Фа1<тичес1<и это доказательство сводится к 
решению такой задачи: Аtожет ли бильярдная чactnttцa, по-... ... 
п ви1ая в криволинеиныи угол, сrпороны коrпорого направле-

ньt выпуклостялtu навсrпречу друг другу, «засrпрят.ь» в н.елt? 
Ответ 11а этот вопрос отрицателен; он решается здесь вполне 
школьными методами " 

Г. Доказательство того, что шары произвольных масс 
на плос1<ости или в пространстве разлетаются после к о­

н е ч но го числа ударов, и оценка роста числа ударов в 
«rазе» из п молекул в сосуде (например, в параллелепипе­
де или любом другом многограннике, а также в сосудах с 
вь пуклыми внутрь стенками; см. конец§ 21). 



§ 19. Конфигурационное 11ространство 
«газа» из п молекул в пространстве и сосуде 

Пусть в пространстве IR3 (случай плоскости 
IR2 аналогичен) расположены п «твердых» шаров с радиусами 
r1, r2, ... rп (об их массах речь лойдет позже)" «Твердость>J 

u 

означает здесьt что ни один шар не может заити внутрь 

другого, т. е" расстояние между центрами любых двух ша­
ров i и j не меньше суммы их радиусов. 

Каково конфигурационное просrпранство этих п ишров? 
Конфигурационное пространство о д н о r о шара -

то самое трехмерное пространство, в котором он находит­

ся, поскольку его центр может находиться в люб о й точ­
ке этого пространства (х, у, z). 

Положения центров всех п шаров определяют, таким об­
разом, п трехмерных пространств, т. е. Зп-мерное изобра­
жающее пространство 1R3n, любая точка х которого имеет 
3п координат - последовательно выписанных координат 
центров п шаров: х= (х1, Yi, z1; Х2, У2, Z2; ••. Хп, Уп, Zn). 

Однако н е л ю б а я точка пространства 1R3 n задает 
какое-то расположение твердых шаров, т. е. не любая точка 
JR.3n является конфигурационной . Действительно, расстоя­
ние между центрами -(х 1 , Yi, zi), (xj, Yi, Zj) шаров i и j долж­
но быть больше или равно сумме их радиусов ri+ri; поэто­
му неравенство 

(Х1-Х1)2 + (у; -У1>" + (Z;-Z1)~ < (r; + r1)2 (l) 

задает н е в о з м о ж н о е расположение этих шаров 

(когда один шар «залез» внутрь второго). 
Для каждой пары (i, j) мы должны написать неравенство 

(1) - получим С~= 1/2п (п-1) неравенств, в совокупности 
задающих то множество в изображающем пространстве IR.3", 

где конфигурационная точка располагаться н е м о ж е т. 
Это множество назовем невозможны.л~, а любую ее точку -
Нiвозможной точкой. Дополнение к невозможному множест­
ву в IR3n - это и есть та область Q, где раслолагается кон· 
фигурационная точка, т. е. Q - конфигурационное про· 
странство системы п твердых шаров. Опишем его более де· 
таль но. 

Возьмем шары о номерами 1 и 2 (радиусов r1 и r2) и за­
будем на время об остальных п-2 шарах. Если центр (xi' 
Yt, Zi) шара 1 зафиксировать, то неравенство (1) для i= ' 
j=2 задаст множество невозможных центров (х2, У21 21) 
шара 2. Им является шар Ш1 с центром (Xt, yi, Z1) радиуса 
r1+r2 (рис. 19.1 ). Если же зафиксировать центр (х2, У2• Zs) 
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шара 2, то неравенсrво (1) задаст невозможные положения 
uентров (х1, у1 , 21) шара 1 - им является шар Ш2 с uентром 
(х2 , у2 , 22) тоrо же радиуса r1+'2· Шары Ш1 и Ш2 мы долж­
ны рассматривать в р а з л и ч н ы х э к з е м п л я р а х 

трехмерного пространства Ri и IR~ , а невозможная точка 
х==(Х1, У1, 21; х2 , у2 , z2) принадлежит 3+3=6 ... мерному про­
странству R8. Точки (х1, У1, z1), (х2, У2, 22) независимо друг 
от друга пробегают полностью свои трехмерные простран­

ства - IR~ и R~ соответственно, и каждой из них отвечает 
конкретный шар - Ш1 и Ш2 радиуса r1+r2 - в др у го м 

Рис. 19.1 Рис. 19.2 

трехмерном пространстве (Шi в пространстве IR~, Ш2 -

в R~). Следовательно, н е в о з м о ж н о е множество в 
рассматриваемом случае двух шаров - внутренность бес­
конечного наклонного (под равными углами к осям Ох1 , 
Оу1 , 021, Ох2, Оу2, 022) цилиндра в 6-мерном пространстве 
IR6 (условная картинка для этой ситуации приведена на 
р 1с. 19"2). Гр а ни ц а этого uилиндра - 5-мерная вы­
nукла.я поверхность в 6-мерном пространстве (сечения ко­
торой - 4-мерные эллипсоиды или 4-мерные сферы S4

). 

Фиксированному невозможному положению шаров 1 и 2 
(когда они пересекаются) отвечает произвольное положение 
шаров 3, 4, . " ", п, и поэтому центры всех п шаров задают в 
пространстве IR3

" невозможную точку (Xt, у.,_, zi; ... ; Xn, 

Уп, Zп), лежащую в произведении внутр е н но в т и 
полученноrо цилиндра на (Зп-6)-мерное пространство 
fRзn~e' т. е " внутри бесконечного цилиндра ц,j в 3n"мерном 
пр транстве, у которого «образующая» - это (Зn-6)­
Мерное пространство П(3n-е, а перпендикулярное сечение -
4-rv~ер ный эллипсоид (рис. 19.2). 

Как было сказано выше, невозможное множество в 
иt~н - это C~=1/2n (n-1) внутренностей так11х бесконеч· 
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ных цилиндров Цij, а f{Онфиrурацио11ное пространство Q __ 
область в 1-1 е этих цилиндров. Заметим, что все С~ цилинд­
ров пересекаются по некоторой обласпzи в IR3n,- она соот" 
ветствует одновременному пересечению всех п шаров в ис­

ходноr~.t трехмерном пространстве. 

Из всего сказанного важно усвоить следующее: конфuгу­
рдционное прос1пранс11zво п свободных упругих твердых трех­
мерных шаров Q - эп10 многомерное (Зп-мерное) простран" 
сmво, из КО11lОрого выкинуто С~ выпуклых МНОЖесmв Ц11 
(читатель может пр.едставлять себе Ц11 в виде обычных 
трехмерных tftlли1iдpoв), так что само Q - невыпуклое 
множеспюо. 

Иными словами, конфигураuионным пространством Q 
можно считать бесконечный сосуд с выпуклыми внутрь 
стенками (границами цилиндров), внутри которого летает 
l{Онфнrураuионная точка х, как-то отражаясь от его стенок 
(рис. 19.3) Если точка х попадает на uилиндр Цi1 , то это 

значит, что в этот момент столк­

нулись шары i и j, а остальные 
. . . . шары не столкнулись . 
. " ' . . . . 

. . . . . . 
" • 
• 

" . . . . .. " ... . . . · .. " ..... . . " . " . . . ' 
• • • • 1 " " • • • 1 " " • • •• 

• • " " • • • • • 1 • • • • 

Рис. 19"З 

Сос9uыс «газом>> 

Рис. 19.4 

Пер(!Йдем 1< «газу» моле1<ул в сосуде . Мь1 ограничимся 
специальным, но широ1{им к.пассом сосудов, похожих на 
r<онфиrураttионное пространство «газа» моле1<ул. Сосуд -
это часть трехмерного пространства. ограниченная или не­

ограниченная, I<оторая получается, если из простра1-1ства вы­

кинуть конечное число выпуклых тел (как выше в Зп-мер· 
1-1ом пространстве были выкинуты выпуклые пересекающиеся 
цилиндры Ц1j). Стенки сосуда, таr<им образом, счита1отся 
выпуклы.л-lи вну1прь сосуда (среди ннх f\toryт встречаться ir 
плоские стенки) (рис. 19.4). Наприr\1ер, сосудом может быть 
многограfrный угол с плоскими или выпуклыми внутрь 
стенками. Рассуждениями, аналогичными r1риведенным вЫ­
ше , можно показать, что справедливо 

У тв ер ж де н и е. Конфигура~111онным просп1ранст· 
вом системы п 1Тl6еРдых упругих шаров в mpex111epliDM сосуде 
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с выпукльtмu внутрь стенкалtu является сосуд Q в Зп-мерном 
1~ространс1пве 1пак31Се с выпуклыми внутрь (Зп-1)-мерными 
сtnенками. 

В следующем пара.графе мы сведем движение конфигу­
рационной точк11 х в указанном сосуде Q к движению би--
ьярдной ~а.стицы в некотором другом сосуде Q, име1ощем 

также выпуклые внутрь стенки. 

§ 20. Сведение «rаза» в пространс1 ве 
и сосуде к бильярду 

Итак, мы выяснили устройство конфигура­
ционного пространства. Q системы п твердых ша.ров в про· 
странстве и в сосуде с выпуклыми внутрь стенка.ми : Q пред­
ставляет собой сосуд в Зп-мер ном пространстве IR.3 " с вы­
пуклыми внутрь (Зп-1)-мерными стенка.ми Wi, ... , W k· 

В пространстве IR3
" имеется Зn осей: Oxi, Оу, Oz1: Ох2, 

Оу2, Oz2; ... ; Охп, Оуп, Оzп, а. конфигурационная точка 
ХЕ Q имеет Зп координат: х= (х1, Yt, Z1; ... ; Xnt Уп. Zп). 
Конфигура.uионна.я точка. х движется в сосуде Q следующим 
разом: между ее столкновениями со стенка.ми { Wl} она 

движется равномерно и прямолинейно (это соответствуеr 
u 

то у, что n исходнои системе трехмерных ша.ров в сосуде 
u 

также нет столкновении, т. е. шары движутся равномерно и 

прямоли11ейно); столкновению шара. с другим ша.ром или со 
стенкой сосуда. соответствует попадание конфигура.ц1-1онной 
точки х на. одну из стенок W i сосуда. Q (если точка. х попала 
на пересечение двух или нескольких стенокt то это соот-

... 
ветствует тронному или многократному столкновению ша.-

ров, а. та.кие столкновения мы исключили из рассмотрения). 
Таким образом, конфигурационная траектория является 
JI ма.ной, состоящей из прямых звеньев. 

Ка.к и в гл. 5 и 6, произведем преобразование простран­
ства 1R_3 n, выполнив следующие растяжения по осям : 

Х1 =·== V т1 Х1, 
Х41 = V т2 х2 , 
• • • • • • 

У1 ~ V m1Yi" Z1 == V т1 Z1; 

У2 ~ V т2 У2, 22 = V т2 z2; 
• • • • • • • • • • • • • 

При та.ком преобразовании область Q перейдет в область Q - -
tакже с выпуклыми внутрь стенками W1, ... , W k, а тра.· 
ектория конфигурационной точки х- в траекторию новой 

. 
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точки 

- - -
Х==(Х1 , у1 , Z1, . . . ' 

которая также является ломаной. Будем обоз ач ть пере. 

ход ОТ х к х сиrv1воличес1<и равенством Х== vm х, где vm 
символизирует указанные растяжения 

по осям. Докажем следующее 

У т в е р ж д е н и е. Точка х яв­
ляепzся бильярдной части~~й в сосуде -Q, т. е. модуль ее скороспzи равен 1 и 
кажды.е два соседние звена ее траекто­
рии образуют равные углы с внутрен--
ней нормалью п к стенке W в точке из-
лома траектории (рио. 20.1). 

Рис. 20.1 
3 а м е ч а н и е. Прежде чем читать 

дальше, советуем ч итателю вновь обрг­
тпться к § 16, где а налогичное утверждение для трех шаров на 

u 
прямои доказано с помощью понятия скалярного проиэведе1:1ия 

векторов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Замене координат Х = Vni х 
соответствует точно такая же замена. скорости точки х, 

т. е. если v= (t11, ••• , Vп) - скорость конфигураuионной 

точки х, а (1- - скорость ТОЧI{И i:, то V= vmv~ 

il =(fli, ... , Vп)=(Vni;v1, V~v2, ... , Vmnvn), 
• u 

где vi - трех1\1ерна.я скорость t-ro ща.ра. в рассматриваемыи 
момент времени. Пусть Е - полная энергия всей системы п 
шаров: 

п п 

Е - L. 1 . 1 12 - L. т; (tJi , tJ ;) - -1n V· - • 
2 1 2 ' 

i= 1 i= 1 

по за.кону сохранения энергии E=const. Положи~~ (выбо­
]Jом соответствующей единиuы измерения э1-1ерrии) 2E=I. 
Тогда 

п п 

l v l~=(v. v)==~ (VtЩvi, vm;v;)=~ m1 (v", v,)= 
i = 1 i ~ 1 

11 

= ~ mi 1 v ; 1~ = 2Е = 1 • 
l =l 

Итак, проверено , что модуль скорос1пи точки х в каждый 
момент равен l. Осталось проверить свойство «угол паде-
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1111я раве11 углу отражен11я». ДJ1я этого достаточно доказатL 
v ~ 

что вектпор, равн.ыи разности скоросп1.еи отлета и приле11 11J, 

в точке с zолкн.овенtт со стен.кой, перr~ен.дикулярен rc э111ой 
сff1ен.ке (точнее, к каса1пелыtой к этой сrпен.ке 1~лоскостt.t)" 

Пусть v0 - скорость прилета точ1<и i:, а v0 - скорость 
ее от.r~ета (рис. 20 .1). Если точ1<а Х r1011ала на стен: ку W со· 

~ 

суда Q, то это оз1-1ачает, что либо какой-то шар в исходном 
сосуде столкнулся с ero стенкой - будем считать, что это 
ш~р 1, ли:бо сто"11кн:ул1iсь какие-то два шара в сосуде -
будем сч1Iтать , что это шары 1 и 2. Тогда 

~n = (Vfi4 V1пt У~ V2n; ут; Vз, У~ V4 t ••• 

. . . ' v тп vn) Е fR.Зn, 
Vo = {Vin; Vio1 Vtn; V20; Yin; Vs, v~ 'l14, ••• 

. . . ' v nln v п> Е IR3
n' 

rде V;п, V; 0 - скорости прилета и отлета i-ro шара в трех­
мерном сосуде, i= I, 2 (скорости шаров 3, 4, ... , п, разу­
меется, не меняются в момент удара). В случае, коrда шар 1 

u 

сталкивается со стенкои, V2п = v 20 = v 2 • 

Обозначим через Р (двумерную) плоскость касания столк­
нувшихся шаров 1 и 2 или шара 1 со стенкой в трехмерном 
сосуде; ей отвечает (Зп-1 )-мерная касательная плоскость 

~ к рассматри:ваемой стенке W сосуда Q (p1Ic. 20.2). 

Рис. 20. 2 

Разберем с11ачала случай с1полкновенttя 1иаров. 1-Iano 1-

ним, что в rv1омент упругого тол1с:новения шаров их тангt= н­

циальные составляющие сохраняются, а норf\1альные пе­

ре аспределяются по законам сохранения импульса и 

анергии. • 
Пусть шары 1 и 2 столкнулись друг с другом и коснул11сь 

Рлоскости Р в точке, являющейся 1<онцо трехмерного 
ьектора а, а шары 3, 4, ... , п в этот момент расположены 
llроизвольным образом - их центрами я ляются произволь" 
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ные (допустимые) векторы r 8, r 4t • • • , - r n трехмер наго про­
стр анства. Тогда Зn-мерный вектор 

r=(V~a, Vili;a; rs, r4 , ••• , rn)EIR8n 

отвечает столкновен1Iю шаров 1 и 2 и ле:>J,ит в плоскост11 
~' причем ~ели вектор а пробегает все пространстnо IR~ 
(или всю: область внутри сосуда в IR.3 , если рассматривается 
«газ>) в сосуде), то плоскость !Р состоит только из та1<11х век-

- -
торов. Следовательно, нам надо доказать, что ( v 0 -- i'n) _L. r; 
этого достаточно, чтобы «угол падения» был равен «углу 
отражения». Вычислим скалярное проtlзведение эmttx век· 
торов и получим О, что и докажет их взаимну10 перпендu" 
кулярность. 1-Iапомним, что скалярное произведение двух 
векторов одного евклидова пространства IR,J\' (любой раз· 
мерности N) равно сумме произведений их одноиl\t1енных ко· 
ординат: 

<(xi, Х2, • • ·, XN), (yi, У2, • • •, Уп)> = 
= X1Yi + Х2У2 + • • • + Х,1Уп· 

Скалярное произведение в R8n, в отличие от скалярного 
произведения ( ·, •) в IR.3, будем обозначать (·, ·) • 

Вычисляем: 

ilo - t.n = (Vfn; ( Vio - Viп); vт. ( V20 - V2п); О; О; О; ••• ; о); - -
(V0 - V0 , r) = 

= <(V~ (vio-Viп); Vni; (V20- V2п); О; • •• ; 0), 
(ViЛia; V~a; r в; ••• ; rn)>=(V~(V10-V1n), 
V~a)+(V~(V20--V2п), V~a)+o+ ... +0= 

= m1 (Vio - 'Din1 а)+ m2 ( V20-V2n1 а)=--~ 
=(p\+)_pi-), а)+(р~+)_р~->, а)=(ЛРi+Лр2 , а)=О. 

Здесь введены следующие обозначения: p(i)=m1V10• 
рf->-т .,.. р(+)-т .,.. р(-)-т .,.. Лр --р(+) р(-) лр :::1 

I - 1u1nt 2 - 2'"'201 2 - 2u2n1 1-- 1- 1 t и 2 
=p(t)-p(;,> - импульсы, приобретенные соответственно ша· 

рами 1 и 2 после удара. При этом по закону сохранения ИМ4 

пульса Лр1+ЛР2=0; действительно, p(1)+P(2>=p<t)+p<t)~ 
Мы доказали тем самым, что точка ic отражается по -

бильярдному закону, коrда она попадает на стенку W, я; 
ляющуюся каким-то цилиндром Ц1 , 2 t т. е. когда стенка 
отвечает за столкновение шаров 1 и 2. 
196 



- -Если же стенка W сосуда Q отвечает за столr{новен11е 
ntapa l с какой-то стенкой исходного трехмерного сосуда, 
то надо доказать, что 

где 

k =--:. (V 1111 Ь; ~ 2 ; r 8; ••• ; r п) Е rR.311
, 

Ь Е (R3 
- вектор, при1-1адле}I\ащий двумерно~{ плосl{ОСТИ 

касания шара 1 со стенкой исходного сосуда; r 2 , r 8 , ••• 

" .. , r п Е rR3-допустимые центры шаров 2, 3, ... , п, а V2п= 
= fl20= V2. Опять выч1Iсляем скаляр ное произведение и 
получае~1 О: 

- --<( vo- Vn), k) = 
i=<(Villi (fl10- i'1п); О; ••. ; О), (V/1lib; r2; rз; ••. ; r n)>= 

==(V~(V10-V1n), V~ь)~(m1Vio-m1v1п, Ь)= 
=(р<+>-р<->, Ь) =(Лр, Ь)=О, 

поскольку р<+)=р<-> при абсолютно упругом ударе шара 
о стенК}'. Утверждение доказано. 

§ 21 . Рост числа столкновений между 
молекулами «газа» 

В предыдущих двух параграфах движение аб­
солютно упругих шаров в трехмерном пространстве или 

сосуде с выпу1<лыми внутрь стенками было сведено к дви-- -
жению б11льярдной частицы х в области Q Зп-мерного про-
странства IR3n , представляющей 
собой сосуд с выпу1,лылtи внутрь - - -
стенками W1, .. •t W k· Сосуд Q 
обобщает рассмотренные в rл . 6 
~1ногогранные углы с плоскими -
стенка.1\IИ - Q может быть мно- " Нногогранныи угол 

· с Вогнутыми стенхани 

Рис. 21.1 
гогранным углом или ограни­

ченной областью с выпуклыми 
вну11zрь стенками (рис. 21.1). 
Возникает вопрос, аналогичный поставленному в гл. 
5 и 6: -

Могупz ли точки столкновения частиL{Ы х со спzенками 

сосуда Q бесrсонечно накапливаться? Например, может Лtl 
бильярдная частица х «застрять» в угле с выпуклыми внутрь 
с111енкал111? (I-Ia плоси:ости леrко нарисовать две касающ11еся 
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1<ривые, образующие нулевой уrол - выле11zит ли из него 
бильярдная частица ил~~ застрянет?) Более точно: 

Конечно ли число сtполкновений бильярдной час1пиuы х 
- - 1 

е Q со с1пекками {W;} за конеч1tый 12ро.л1ежу11~ок вре"11ени 
Т<+оо? 

Положительный ответ на этот вопрос дается теореl\iОЙ 1 
и озfrачает д и с 1< р е т н о ст ь (т. е. отсутствие точек 

- " . . . . .... ·- ............ ~ .. " . 
1:1 t2 t"~ t"k r -t, r2··· 'too . r 
Дискретное и недисиретное 

множества . 
Рис. 21.2 

накопления) множества {f 11} моментов столкновений 
(рис. 21 .2). 
Теор ем а 1. МноJ1сество моментов столкновенvй - -

бильярдной частицы х в сосуде Q с его стенка.л.tи дискретно. 
С л е д с т в и е. Множество всех моментов с1подкноое­

ний в системе абсолютно упругих иlаров, движущихся в 
сосуде с выпуклылtи внупzрь стенками, дискретно: на любом 
конечном интервале времени число столкновений utapoв друг 
с другом и со спzенкал~и конечно. 
Д о к а э а т ел ь ст в о теор е м ы проведем от про­

тивного. Предположи~~, что существует точка 1-1акопле11ия 

to=#=+ оо моl\1ентов ti, t 2 , tя, ... столкновений частицы х о 
стенки сосуда Q. Раз t11,-:;.-t0 при k~oo, то в сосуде Q есть точ­
ка А, являющаяся геометрической точкой накопления то· -чек столкновения, т. е. x(t11,)~A при t11,-+t0 • Точка А при ... 
надлежит сразу несrюльким стенкам W;,, . .. , W;s сосуда Q, 
образующим «Кривой многогранный уrол с выпуклымп на­
встречу друг друrу стенками». Jv\ы будем считать, что рас­
Сl\11атриваемые моменты столкновения находятся на та1\ОМ 

-
11 а~11еньком интервале вокруг точки t0 , что точка х сталки--
вается т о л ъ к о с уr<азанными стенками сосуда Q, и уже 
не сталr<ивается с остальными его стенками (с которыми 

-
fl.1orлa сталкиваться до этоrо). ~роме того, частиr{а х ни-
когда не попадает в А - удар в А запрещен. 

Пусть р (x(t), А) -расстоя ние от частпцы х до точl{п А 
в момент!. Из того, что x(t~A, следует, ЧТО 

p(.i-(t), А)~О при t~t0 • (1) 
Мы же докажем сейчас, что npu всех t, сколь угодно близких 
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1с to, р (x (t), А) болыие некоторой положительной 1сонстан­
tnыt т. е. не c11zpe1Y1unzcя к О, и тем самым получим нужно~ 
nротнворечие. 

Для этого мы введем следующую функцию време11 11 
r(t) - расстояние от точки А до л уч а '\';(t) с началом в 

точке i-(t) и направленным в сторону движения частицы Х 
(рис. 21.3). 

Рис. 21.3 

Л е м м а. ФунКL(UЯ r (t) - «расстояние от точки А до 
луча '\'; (t)» - положительная неубываюи,ая функция пе-

ременной t. 
До к аз а т ель ст в о этой леммы разобьем на две 

части: докажем ее сначала на проме}кутке (th-f, i1t) между 
двумя ударами, а затем - в сам момент удара tk (вернее, 
1 а маленьком промежутке (l1t-B1 th+в), охватывающем мо­
~ ент удара). 

1. Между двумя последовательными ударами част1щы 
о стенки сосуда луч У.к (t) передвигается по себе - перехо-

д tт в свою часть, т. е. У;. (t) содержит луч Ух (t') при t'>t, 
nоэтому расстояние от точ ки А до луча Ух (t') ожет т ль· 

J{O увеличиться (ка1< на рис. 21.3, бt 1<оrда это расстояние 
равно длине отрезка с конца~1и А и Х) либо остаться тем же 
( rак на pIIC. 2 1.3, а, когда расстояние от А до луча равно 
длине перпен и уляра, опущенного из А на этот луч). 
Итак, если t<t' - моменты времени ме}кду двумя после­
довательными ударами, то r (t) ~r (t'). 

2. Пусть теперь th - Моl\1ент столкновения частицы со -
стенкой W, (tk-e, th+в) - маленький временной интер" 
вал вокруг этоrо момента. 

Обозначим у(->=ух (t1t-e) луч, по которому частица 
-

од л е т е п а к стенке W, а y(+J=y; (th) - луч, по кото-

рому она о т л е т е л а от этой стенки. Пусть fP - каса­
т ьная плоскость к стенке W в точке удара X(th), причем 
в с я стенка лежит по одну сторону от нее, как ограничиваю­

щая выпуклое множество (р11с. 21 .4). Если отразить луч 
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"(+)симметрично относительно плоскости~' то он перейдет 

в луч vk-)<th) - продолжение луча "(-) (см. рис. 21.4), и 

поэтому луч у}-) (t1i) с началом в точке X(t1i) Е W лея<ит с 
той же стороньl от плоскости !Р, что и точка А, а луч у<+) -
с другой стороны от плоскости ~- Следователы-rо, расстоя­

,(-) 

D 
~ ---+---_. (;. 

"(+) 

AB;::~ (rk -~) 
ACt=r(tk + е) 
Ас>-Аб 

Рис. 21.4 

ние АВ до луча y<-J rv~еныпе рас­
стояния АС до луча у(+), что и 
означает, что r(t11,-e)<r1i(t1i+e). 
Лемма доr<азана. 

Из нее следует, что частиuа х 
не может с1<оль угодно близко 
приблизиться к точке А, т. е. не­
вер на формула (1). Действитель­
но, в противном случае сколь 

угодно малым стало бы и рас· 
стояние r (t) при t~t0 , хотя в 
лемме было доказано, что рас­
стояние r (t) от точки А до луча, 
по которому движется частица, 

не меньше расстояния r (О) от 
точки А до первоначального луча Ух (О), по которому летела 

-
частица . Можно даже оценить, сколы<о времени частица х(О) 
будет приближаться к точке А - оно не больше (в предnо­
ложении, что модуль скорости частицы равен 1) расстояния 
d (О) от точки Х (О) до точ1<и В - основания перпендикуляра 

w 

r(t) 

d(t) 

d(т-) --
d(т:+) t 

Рис. 21.5 

'Z' t =d(O) 
5 

ABt опущенного из А на луч Yz (О) (рис. 2 1.5, а). Действи· 
-

тельно, если бы на пути частицы не было стенки W, она 
приближалась бы к точке А по лучу У; (О) вплоть до совпа-

дения с точкой В, т. е. время d(O), а потом стала бы удалять­
ся от точки А. Но из-за того, что в результате столкновений: 

-со стенками расстоя ние r (t) от точки А до луча движения 
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частrrцы р а о т е т , расстояние d (t) от точ1<11 i (l) 11.0 осно­
БЗПИЯ перпендикуляра В (t), опущенного 11з А на луч 1'; (t), 
у м е н ь ш а е т с я, и общее время nрибЛЮI\ения части· -
цы х I< точt<е А поэтому меJiъше d(O) (графи~< из~1енения d(t) 
nр1-1веде11 на рис, 2 .5, б). 

Теорема 1, та1<11м образом, до1<азана. 

Сделаем простое, но очень важное замечание. Теорема 1 
Б не1<отором смысле обобn{ает геометрические теоремы § 15 
о «незастреваемости» бильярдного шара в угле с прямол11-

u 

1-1еины~1и сторона1'ли на плоскости и в многогранноl\1: угле с 

плосl{IIми стенками в пространстве. Однако есть 11 суn{ест­
веr-1ное отt!111чие. В § 15 мы факт11чески во всех случаях yкa­
З'l 'III число столкновений со стенками угла, больше которого 
не мо>кет быть на всем бесконечном интервале времен11. 
В нашей же теореме 1 мы этого не только не утверждал11, 
но и н е м о ж е м утверждать существован11я такой оцен­
к11 ч11сла ударов: 

В самом деле, если взять на плоскост11 «нулевой» угол, 
бразованный двумя касаЮll{ИМИСЯ выпуклЬПVIИ крИВЫМJI, 

смотрящ11ми друг навстречу другу (например, двумя пара-

болам11у=-lО-10х2 и y=l0-100x2), то чем ближе к IIX общей 
касательной мы запустим бильярдную частицу, тем боль-

°' u 
шее ч11сло столкновении произоидет, прежде чем ов~а выле-

тит из этого угла, и это ч11сло может быть сделано больше 
любого 1-1аперед заданного No. Однако если рассматри:ваемый 
кривой угол «ненулевой», т. е. в него можно поместить обыч-

v u 
ныи многогра~1ныи угол с плоскими стенками так, что его 

вершина пр1Iнадлежит пересечению стенОI{ кривого угла, 

то верхняя оценка числа ударов, по-в11димому (пока это 
недо1<азанная гипотеза), суn{ествует. Сообn{им без доказа­
тельства, что для системы шаров в трехмерном пространст· -ве в отвечающем ей бильярде Q все кр11вые f't1ногоrранные 
у лы между соседн11ми стенками сосуда {Wi} н е н у л е­
в ы е. Это позвол11т нам доказать конечность чисJ1а столк­
новений между шарами в пространстве на всем бесконечноr\1 
интервале времени, а не только на любом конечном, прав­
да, уже не геометрическим, а анал11тическим способом, 
11охожим на доказательство § 17. На основе этого будет 
затем объяснено, почему ч11сло стол1<новен11й ме>1<дУ моле­
кулами «газа», ПОМеll{енного в сосуд с ПЛОСКIIМИ II ВЫПУl<ЛЫ-

u 

tv ... 11 в1-1утрь стенками, растет л 11 н е II н о со временем. 

Т е о р е 1\1 а 2. В cttcmeмe ttЗ п упруг~~х шаров с проuз­
еольны.л1tt массам~~ n1i, ••• , п~п, двtt~cytn/txcя в тре"r.л1ерном 

201 



1111ос1пранс1пве, за бесr,онечиый прол1еJ1су1пок времени можеtп 
~ и 

пr1011зo111nit л~tшь конечное число с1полкновении. 

Д о к а з а т ел ь G т в о. Разобье~1 сначала вс10 систе" 
I\1Y шаров на а вт о н ом н ы е группы, т. е. та1{ие группы, 
что никаr{ие два шара из разных групп начиная с некото­

рого момента Т0 уже ни1{огда не сталкиваются друг с дру­
гом (таких групп может быть и одна - вся система шаров) . 
Мы хотим доказать, что таких групп будет ровно п, по од-

11 но.лtу шару в группе - это и означает, 

6 12 что шары с момента То не сталкиваются " 
Если в какой-то группе больше одно­
го шара, то в ней происходит бес1<онеч" 

9 ное число столкновений (иначе группа 
распалась бы на более мелкие автоноr.-1-

А/Jтономная ные подгруппы), причем для любых двух 
группа шopolJ шаров А и В из этой группы найдутся 

такие шары С1, С2, ... , Ch из той же 
Рис. 21.6 группы, что А сталкивается с С1 беско" 

нечно много раз, С1 и С2 сталкиваются 
бесконечно много раз, ... , Ch и В сталкиваются бесконеч· 
но много раз: можно представлять себе связный граф о 
1<онечныr.1 числом вершин, символизирующих шары в группе, 

причем ребром соединены те вершины, для которых соот­
ветствующие шары сталкиваются бесконечно много раз 
(рис. 21.6). 

Предположим, чт имеются авто11оlV1ные группы, в J{О­
торых больше одного шара. Рассмотрим одну из них и обоз­
начим ее / (в ка стве примера можно иметь в виду группу, 
изображенную на ри:с. 21.6). Выберем в этой группе какие 
то два шара, сталкивающихся между собой бесконечнс 
число раз. Выше у>ке доказано, что все эти столкновения 
IУ1ежду ними не могут произойти на к о н е ч н о м про~ 1е­
жутке времени (столкновения не скапливаются по теоре­
ме 1), так что эти моменты столкновений стремятся к +оо. 
Точно так же, как и в§ 17 при аналитическом доказательст­
ве конечности числа столкновений между п шарами н а 
п р ямой (см. п. А § 17), можно доказать, что у а111их 
шаров суи{есmвуют предельные скоростtt пptt t~oo, равн.ые 
Jrteждy собой как векторы (мы не останавливаемся на под­
робном доказательстве, полученном Л. Н. Васерштейном 
и Г. А. Гальпериным и используюn~ем существенную ма· 
тематическую технику, связанную с система~и центрально 
отталкиваюn~ихся частиц). А так как любые два шара из ав; 
тономной группы / соединяются в графе некоторой цепоЧI{Оll 
шаров, сталк1-1вающ1-1хся попарно беСI{ОНечно много раз, 
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то и у всех шаров существуют предельные с1<орости npiJ 
t-+oo, причем все оии равны между собой (как ве1<тор 1) и 

и u 

)авны векторнои скорости ценп~ра .масс рассматриваемои 

аВТОНОf\.1НОЙ группы 1. 
Перейдем поэтому в инерциальную систему координат, 

связанную с центром масс группы / - в ней центр масс 
группы / имеет нулевую скорость. Тогда скорости всех ша­
ров группы / в выбранной системе координат стре~1ятся J< 
О при t-+oo (к скорости центра масс группы), и, следова-
1 ьно, полная кинет1Iческая энергия Е 1 (t) этой автоном­
н'" й группы стремится к О при t-+oo . 

Однако в силу автономностч группы / при t>T0 {на­
nомним, что в момент То произошел распад всей систе:rv1ы п 
п аров 1-1а автономные группы - эти группы перестали 

взаимодействовать друг с другом) в ней выполнен за 1<он сох­
ранения полной энергии (в нашем случае он совпадает с 

u 

законом сохранения полнои энергии поступательного дви-

жения): E1(t)=const при t>To. Но поскольку E1(t)-+0 
nри t-)-oo, имеем coпst=O; знач1Iт, с момента Т0 все шары 
rруппы / 1шеют тождествен но нулевую скорость 
в системе центра f\.1:acc. 

Поэтому с момента То в группе / не происходит н и 
о д н о г о с т о л к н о в е н и я, что противоречит тому, 

что их в группе/ бесконечно много при t>T0 • 

Следовательно, предположение, что в автономной груп­
пе может быть б о л ь ш е о д н о r о шара, противоречи­
во, откуда вытекает, что автономных групп с момента Т0 
ровно п - по одному шару в I<аждой. Это означает, что с 
}ЛОlt1ента Т0 все шары движутся равномерно JI прямолиней­
но. Теорема 2 доказана. 

Итак, шары в пространстве после конечного числ а уда­
ров перестают сталкиваться. 

3 ад а ч а 21.1. Может ли снсте:ма шаров в какоl\1-либо сосуде 
вести себя следующпм образом: с некоторого момента шары пере­
стают сталкиваться со стенками сосуда (а сталкиваются т о л ь к о 
между собой)? 

Имеется гitriomeзa (ее доказательство интенсивно раз­
рабатывается математиками в последнее вре~1я), что это 
число ударов меньше некоторой вел1Iч1-1ны No, не зависящей 
от ачальных положен1-1й и скоростей шаров (np1I фиксиро-
~анной полной энергии системы), т. е. и~v1еет место р а в­
н о м е р н а я по начальны~~ условиям оценка числа уда­

ров. Более обn~ая гипотеза: в многогранном «ненулевом» 
Угле с выпуклыми внутрь стенками (т. е. во внешности 1{ 

РЬ1 1уклым телам пространства, имеющим обn~ее непустое 
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vересечение) также имеет место равномерная оценка: би" 
льярдная частица испытывает от стенок угла отра>кения 
,. ' 
число которых не превышает числа No. не зависяn~еrо от 
начального состояния частицы (из второй гипотезы не­
трудно вывести гипотезу о шарах). 

Из этих гипотез можно получить, что если газ из п моле­
кул (шаров) находится в сосуде, имеющем вид параллеле­
пипеда или другого многогранника, или в сосуде с выпук­

лыми внутрь стенками (среди которых могут быть и плос­
кие стенки), то число столкновений молекул газа друг с 
другом и со сте:нками за время t не превосходит c1t+c2, 

а 

Рис. 21.7 

где Ci и с2 - некоторые постоянные, зависяn~ие только от 

I<инетической энергии Е системы и геометрии сосуда. 
Например, для параллелепипеда надо поступить точно 

так же, как и при доказательстве теоремы 2 § 17: отразить 
параллелепипед П симметрично относительно всех своих 
граней, ребер и вершин вместе с содержащимся внутри 
него «газом», получив новый параллелепипед П' с объеl\tОМ 
и числом молекул в 27 раз большим (рис. 21.7, а). За малый 

проме>куток времени дt = V mmin/(2E) влияние краев парал­
лелепипеда П' не будет чувствоваться внутри П , и поэтому 
число столкновений п молекул внутри П за этот промежу· 
ток не будет превосходить константы N~1n, которой оце" 
нивается число столкновений 27п молекул во всем про· 
странстве IR.3 • За время t число столкновений поэтому 
не больше 

что и требовалось доказать. 
В обn~ем же случае сссуда с выпуклыми внутрь стен1{а­

ми (некоторые стенки могут быть и плоскими) следует по-

204 



ступить ТЗI{: в I{ОJrфигурзr111онном пространстве систем1,1 _..,. -
сосу де Q с выпуклы~~и внутрь стенками --- окру>1<ить его 
вершины, ребра и грани всех размерностей окрест11остями 
(рис . 21 .7, 6), внутри которых число стол1{новений меньше 
иксированных универсальных констант; перелет >I<e из 

u 

однои окрестности в другую длится промежуток времени, 

больший некоторого to>O, и поэтому число ударов при этоr~ 
перелете не больше числа стол1<новений в системе свобод­
ных шаров в пространстве, т. е. не больше некоторой дру­
гой константы. Поэтому число ударов здесь также не пре­
восходит C1t+c2. 



ЧАСТЬ IV 

---~~,......----------------------------------------' - -" 
вильяРды в многоvrольник .\Х 

и мнororPAHtlИKAX 

Во второй части книги подробно рассматри" 
вался бильярд в прямоугольнике, и его исследование сво-

u v 

дилось к изучению траектори:и точки, двил<:уn~еися по то-
u IU U V 

ру ,- двумерно11 замкнутои: поверхности «С одно11 дыркои» 

(поверхности бублика). О1{азывается, во многих случаях 
изучен1Iе бильярда в многоугольниках сводится I< изучени10 
траекторий точк1I, дв11жущейся по кренделю,- дв)rмерной 
замкнутой поверхности с двумя или большим ч1Iслом «ды­
рок». Такие поверхност1I возникают в классической l\1еха­
ни 1<:е при рассмотрении вопросов, связанных с так назы­

ваемыми 1Iнтегр11руемыми и почти интегрируемыми дина­

мическими системами, II являются rеометрическими след­
ствиями законов сохранения в системе (или, I{ак говорят 
механики, первых интегралов системы: на этих поверхно­

стях некоторая функция пр1-1н1Iмает постоянное значен1Iе). 
У нас он естественным образом возникнут при рассмотрt 
нии динамических систем «бttльярд в многоугольнике» и «Ш ,. 
ры на опzрезке». Эти поверхности переходят в себя поддеfiст· 
внем фазового потока (см. § 3) и поэтому называются и 
80/JUQHnlHЫMtl (т. е. «COXpaняюn~IIMIICЯ»). 

Часть IV состоит из двух глав - 8 и 9. В гл. 8 дается 
подробное оп11сание поверхностей, отвечmощих бильярдnр,1 
В КОНКреТНЫХ МНОГОУГОЛЬНИКаХ, ОбЪЯСНЯеТСЯ, J{aK так rrе 
поверхност1I с1<:леиваются IIЗ нес1<:ольких ЭI{земпляров 

1-.:1 ноrоугольника, и решается вопрос о поведении rrzitnичныx 
б1111ьярдных траекторий в рассматриваемых многоугол ,. 
lJllJ<:aX. 

В гл. 9 изучаются бильярды в миогоугольнИI{аХ, 
}'rлы которых соизмеримы с n - в так называемых ра· 
littональных многоугольниках: исследуется поведение tnll· 
п.uчных и индивидуальных (выбранных специальным обра· 
эоl\1) б11льярдных трае1<торий. В этой >ке главе изуча1отся 
периоднческ11е трае1аории в многоугольни1<ах 1-1 ft1ногогрин· 
ннках. 
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Гла в а 8 

r·Ео~'1ЕТРИЯ МНОГОУГОЛЬНО о БИЛЬЯ РД,\ 

В этой главе исследуются бильярды в та1< на­
зываемых торических многоугольниках, отличны~ от пря-

1\-fоугмьника, но сводяn~ихся к изучению тор1-1ческих ( () ... 
:моток (§ 22) , а также бильярды в многоугольниках, сво"1н ... 
ш -rхся I< обмоткам более сложных поверхностей (§ 24). Опи­
сание и классификация этих поверхностей приводится в 
§ 23. 

§ 22. Бильярды в «торических» 
мноrоуrольни1<ах 

Пусть Q - многоугольник на плоскост11 . За­
дача, которую мы решаем, -как можно более подробно 
исследовать поведение траекторий бильярда в многоуголь­
нике Q. Траектории бильярда, рано ИJJJI поздно попадающие 
в одну из вершин многоугольника Q, мы называем особыми 
и считаем закончившимися в со-

ответствуюn~ей вершине. В § 7 была А,;;,;...~-------..,..А2н, 
Р,' указана проnедура выпрямления р, 

любого I<уска особой или неособой 
аектории: превращение его с по ... 

моn~ью последовательных отраже­

ний в отрезок прямой пинии (см. 
р ис 7.2). В § 9 для исследования 

)аекторий бильярда в прямоу­
гольнике было проведено изобра­
женное на рис. 22. 1 построение, 
кnторое состоит в частичном вы­

прямлении траектории с помощью 

отражений. При этом мы ограни­
чиваемся ч е т ы р ь м я прямо-

Рис. 22.1 

угольниками - исходным прямоугольником Q и тремя пря­
моугольниками Q10, Qo1, Q1i, получающимися из Q отраже­
ниями относительно двух его сторон и их общей вершины. 
I<ак только выпрямленный кусо1\ траектории ММ' пере-

секает границу большого четырехугольника Q = АА1А 2А з' -
вь1ходящий из Q луч Р1М' мы переносим параллельно -
так, чтобы сторона AiA 2 совместилась со стороной ААз; 
иначе говоря, из полученной (переносом из точ1<и Р1) на 
отрезке АА 3 точки Р~ мы проводим луч Р~Р2 в том же н п­
равлении что и исходный луч ММ '. Далее, переноси1' 1 
'ГОчКу Р 2 'со стороны А вА 2 в сооmетствующую точку Р ~ 
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на стороне АА1 и nроводпм через Р~ следующий отрезо~<. 
траектории - в том же направлении. 

С одной стороны, если с помощью отражений наложить 
прямоугольники Qio, Qoi, Q11 нз прямоугольник Q, то от­
резки MPi, Р~Р2 , Р~Р8 и т. д. дадут нз Q траекторию 
бильярда. 

С другой стороны, чтобы траектория на большом пря--
t..·1оугольни1<е Q стала не11рерывноt1, достаточно склеить со" 
ответствующие ТОЧI{И сторон АзА 2 и AAi, з затем - сторон 
А1А2 и ААз. После СJ{Лейки отрезки МР1 , Р~Р2 , Р~Р3 , •• 

составят непрерывную I<ривую нз торе, получающемся из 
-. 

Q в результате склейки (см. § 8). Эrпа крtюая является mpa-
eкtnopueii соотвеп~ству1ои{l!й обмоп~ки nzopa. 
Отступление. В дальнейшем нам придется 

склеивать поверхности из разных многоугольников; всег-

1 t i 
да при этом склеиваемые сто" c-----cj с--~-~ .. ; роны будем обозначать одина-

- - . ~ ковыми буквами со стрелка-
rv1и, показывающими, в каком 

направлении приклеиваются 

l: S стороны друг к другу. В пр ин" 
циnе, можно пару сторон с 11 

с при1<пеить друг к другу в 

а о двух направлениях (рис. 
Рис. 22.2 22 .2 ,а и 22.2,6) : в перво~f 

случае из прямоугольни1<а 

получается поверхность цил~tндра, во втором - так назы­
ваемый лitcni Мёбиуса. Это совсем рзз1-1ые поверхности: I{рай 

v 

цилиндра состоит из двух замкнутых кривых - «верхнеи» 

s<+) и «нижней» s<-); край же листа ~\ёбиуса - одна кри­
вая S. 

3 ад а ч а 22.1. Что получится из листа Мёбиусаt если его 
разрезать вдоль средней линии (она помечена штриховой линией 
lfa рис. 22.2, 6)? 

При склейке поверхности из многоугольника полезно 
считать многоугольник эластичным, з траектории нари­

сованными на нем. Эластичность многоугольника нужна. 
чтобы его сжимать или вытягивать для осуществления 
склейки. При этом склеиваемые друг с другом стрелки мож­
но сжимать и вытягивать одновременно, но вытягивать со­
вершенно одttнаково (чтобы обозначенные одной буквой точ" 
ки на стрелках совпали после склейки). 

Вернемся после сделанного отступления к обсуждению 
бильярда в прямоугольнике. Вместо того чтобы рассматр11· 
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вать одну пндивидуальную 1раектор11ю на большом пря-
...... 

моугольнике Q, состоящую из параллельных друг другу 
отрезков, удобнее сразу рассмотреть в с е траектории од­
ного и тоrо >1{е направления - в § 9 они назывались пуч­
ком r~араллельных nipaeкtnopttй. Разным исходным направ.ле­
ниям соответствуют разные пучки. После склейки пря~10-.... 
угольника Q в тор указанным выше способом те отрезки 

u 

данного направления, которые лежат на однои траектории, 

автоматически подклеятся друг I< другу. В этом и состоит 
некоторое преимуn\ество рассмотрения целого пучка nipa- t 
ектор~tй. После склеЙI{И разные пучки параллельных тра­
екторий дадут разные обмотки тора (§ 9). Напомним 
полученные в § 8 сведения oG обмотках торов. Обмоткой 

и 

~пора называется пучок траектории - кривых на торе,-

о которым движется точка, если ее движение складывает" 
u 

ся из равномерного вращения вдоль паралле.леи и равно-

мерного вращения вдоль меридианов , хара1{теризуемых 

соответствующими периодами обмотки Т1 и Т2 (Т1 - вре­
l\1Я, за которое точка возвраn\ается на те же меридианы, 

Т2 - время возвращения на те же параллели). Если пе­
риоды Ti и Т2 обмотки соttЗмерt~мы, т. е. T1/T2=tnln - ра" 
циональное число, то движение точ1<и периодично с периодом 
T=nTi=n1T2 и происходит по замкнутым кривым на торе. 
В случае когда Т1 11 Т 2 нecottЗмepuJrtЫ, дв1IЖение неперио­
д~tчно, и 1<аждая траектория этой (иррациональной) об­
~1отки всюду плоп~но заполняеп~ niop. 

На11дем периоды обмоток, получающихся из соответст--
вуюn\ИХ потоков бильярдных траекторий в Q. Если Vi и 
v2 - составляющие скорости движения бильярдного шара 
по горизонтальному и вертикальному направлениям, а1 

и а2 - длины соответствующих сторон исходного прямо­

угольника Q, то легко видеть, что соответствуюn\ие перио­
ды равны 

Т _ 2ai Т _ 2а2 
1 - V1 ' 2 - V2 • 

Т · v /а а· Их отношение есть т1 = __!_ ~ = _!._ tg а, где а - угол 
2 V1 а1 Uz 

аекторий пучка с горизонтальным направлением АА1. 
а· 

Если ___!. tg а иррационально, то трае1{тории бильярда 
йt, 

всюду плотно заполняют прямоугольник; в противном 

случае траектории бильярда периодичны (это следует и:з 
сфор!\1улированного свойства обмоток тора и из способа .... 
получения бильярдных траекторий из траекторий на Q). 
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В § 13 было дано решение задачи о б~rльярде в пряl\~о­
уrольном треугольнике с острым углом rp=n/4. Именно pac-

v ... 

с1wатривался пучоI{ параллельных траектории в квадрате Q, 
составленном из восьми экземпляров треугольника Q -­
из Qт=Q8 и Q1+Q7, пОJiучающихся из Q отражениями 
(рис. ~2.3). Если траектор1Iя МР1 выходит из квадрата Q 
то ее пр должение Р1М', лежаn~ее, например, в треуголь: 

нике Q; (см. рис. 22.3), следует пере­
нести в треугольник Q6: треугольник 
Q; получается из Q" параллельным 
переносом, и нет необходимости рас­
сматривать продолжение Р1М' траек. 
тории бильярда в этот треугольник, 
ибо 11з соответствуюn~ей точки Р; уже 
проведен кусок траектории Р~Р2 дан-

Р.' 1 

Рис. 22.3 

и 

ного пучка, которыи при соответст-

вуюn~их симметриях дает тот же кусок 

траектории биJТьярда в треугольнике 
Q, что и Р1М'. Точно так же убеж· 
даемся , что и все прочие треуголь­

ники Qk, полученные из Qk отражениями относительно --
сторон квадрата Q, получаются из каких-то треуголь-
ников набора Q1, Q2, .•. , Q8 параллельным переносом 

(например, Q~ - из Q4, Q; - из Q7 и т. д.). Поэтому -
при выходе траектор1-1и за пределы Q нет необходимости ри-
совать продолжение траектории в соответствующем тре· 

угольнике Qk - можно перенести точку выхода Р в соот­
ветствуюn~ую точку Р' противоположной стороны квадрата --Q и двигаться по уже нарисованной траектории пучка па-
раллельных траекторий. Так11м образом, траектории биль­
ярда в Q получаются из описанных траекторий потока с 

u 

перескакиванием с однои стороны на прот1Iвоположную в 
--

l{Бадрате Q отражен1Iями, пр11 которых все треугольники 
Q1 , ••• Q7 накладываются на Q; чтобы сделать траектории 
непрерывными, нужно склеить противоположные стороны 

квадрата,. I{ ак указано на рис. 22.4" Отrv1етим, что правило 
склеЙI{И выбирается не произвольным образо~1, а в соот" 
ветствии с естественной процедурой выпрямлен1Iя траекто­
рии бильярда. На торе получаем обмотку; если (v1, V2) -
составляющие скорости бильярдНОJ'О шара вдоль гор1Iзон· 
тального и .вертикального катетов треугольника , а длнны 
катетов равны а, то периоды обмотки равны Т1 =2alv1, 
T2=2alv2, T1/T 2 =v2/vi и из свойств обмотки тора получаем: 
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Если отноtыенuе V2IVi рациональчо, 11zo п1 11а"'к11~ория 
бильл,ода пе1;иодuцна в 1преугольнике Q, в n1;ot1iuв110J~t случ{.,е 
п1раекп·~ория всюду плоtпно за11олняет весь т1;еугольник Q. 

Заi\1етим. что, J{ак и в случае бильярда в пряА~оугольни-
1\е!I рзс J\1отрсп ноl\1 случае особые траектории, попадаю­
щие в .u""'~шины треугольника, IVIO>кнo естественным обра-

а 

UЛIJ 

--· 0SJ•l2J • [7 
Pi-:c _ 22.4 

зом продол>ки-ть за вершины - на рис. 22.5 по1\азано, как 
продол>кить траекторию, попада1ощую в точку А - вер­
шину угла n/4. Будучи -таким образоl\л продол>кены, особые 
трае1{-тории ничеl\1 не о-тлича10-тся о-т неособых после склеи­
вания квадрата в тор. 

Исследуеl\.1 теперь бильярд в равностороннем треуголь­
нике Q. Рассмотрим в неl\1 пучок параллельных траекторий . 

"~ 
N 

Ри - 2?. 5 P1t 22 6 

ПостроИl\f с помощью о-тра>кений еще пя-ть та< 1х же тр '­
уrольниI{ОВ - Q1 +Q&>; они Вl\1есте с Q=Q6 образуют пр --
вильный шестпуrольник Q (рис . 22.6). Распространим пу-
чок параллельных -траеI{Торий на весь э-то-т шес-тиуrольниli . 

При выходе трае1{-тории из пределов Q продол>кение -тра­
екторий следовало бы рисовать в сиl\.11\1е-тричных треуголь­
IIиках Qk, но" они пол:хч~ются из Qi-Q8 параллельныr~ли пе­
реносаl\1и (например, Q~ - из Qs, Q; - из Q8 и -т. д.), и 
nоэтоl\1у Вl\1есто отрезка траектории РМ, выходящего из -Q, достаточно рассl\.10-треть уже нарисованный отрезок Р 1 

К 

21 1 



- , внутрп Q, где точ1(а Р - соответствующая точке Р точ" 
--

ка про-т11вополо>кной стороны шестиугольника Q. ТаI(ИМ 
образом, если считать, ч-то движущаяся -точкаt доходя д.о 

--
стороны s шестиугольника Q, мгновенно переска1{ивает в 

u , 

такую же -точку на про-тивоположнои стороне s шести" 

Рис. 22. 7 

угольни1(а и продол>кает 

двигаться в то~1 >ке направ" 

лении, то получmощиеся 

трае1<-тории (последова-тель" 
нос-ти параллельных отрез· 

ков МР1, Р~Р2, P~Ps, ••. ) 
при 11ало>кении о по~1ощью ., 
си~1метрии всех составляю" -
щих шес-тиугольни1{ Q тре· 
угольниI{ОВ 1-1а -треугольник 

Q==Q8 (рис. 22.7) в треугольни1(е Q даю-т -траектории 
бильярда. С другой стороны, «заI(ОН перескакивания>) 

u u 

дает правило попарнои склеики сторон шестиугольника -
Q; произведя эти склейки - с~1. рис. 22.8 - получим 
тор (ч-то не было очевидно с са~1ого начала!). Для 

в А 

(ь)· &J; 11 б 

-= /] tJ А 

fj 
• fJ 

Рис. 22.8 

удобства на склеивае~10~1 шес-тиуголы1ике нанесены гори­
зонтальные линии, а склеивае~1ые друг с друго~1 вер­

шины по~лечены одина1{овыми буквами А и В. При с1mей" 
ке получаемыii «по дороге» цилиндр (рис. 22.8,в) прихсr 
ди-тся «подкруч11ва-ть», чтобы произвести склеЙI\У сто­
рон Ь и с. Горизонтальные линии в I{онце I(онцов дадут на 
торе не параллели, а линии обf\.10-т1<11 т1rпа (2,1), -т. е. замк­
нутые I{ривые, делающие два оборота вдоль параллелей ~ 
OJtИF вдоль ~1еридианов. Пучок параллельных траектории 
дает на -торе семейство I(ривых, но получится ли обмотка 
111ора - еще вопрос) 

Здесь по:v~огает другой спос·об склей1\и -тора из шести· 

угольника Q. и~1енно, склеиf\.1 пары сторон а, Ь, с еще на 
плоскости, отрезав о-т Q треугольники Лi i1 Л 2 по отрезкам 
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п и п~. и, перенося их надлежащи~1 образо~1, подклеим R -
остаТI{У Q и друг к другу (рис. 22.9, а, 6). Получим ромб 
R=С1С2СзС4 с углом n/3. В это~1 ро~1бе следует склеить 
соответствующие точн:и противоположных сторон т и m. 

fJ, 

Рис. 22.9 

111 

т 

а 

п и n, ибо мы разрезали по линия~1 т и n. Но это почти стан­
дартная «rv1одель тора»,- продефор~1ировав ро~1б в квадрат 
(рис. 22.9, в, г), мы мо>ке~1 склеить из него тор обычны~1 об­
разом. ТраеI<торин р~с.с.~1атривае~1ого пучка в ро~1бе уст­
роены так же, I<aI< трае1{тории бильярдного пучка в тре­
уголы1ике, тоЛЫ{О переСI{акивание происходит парал-

лельно сторонаJ\1 ро~1ба. с 
Пос.ле деформации ром- 4 

ба в квадрат и после­
дующей с1rnей1<и 1-1а торе А._-.~ ....... 
получится обмотI<а. Най­
де.лt ее периоды. 

Период Ti вдоль па-
с 

а 6 
u 

раллелеи равен вре~1ени, Рис. 22.10 
которое требуете.я биль­
ярдно~1у шару, чтобы пройти один раз вдоль l\леридиана 
п, т. е. от одной стороны ромба т до другой стороны т" 
Если модуль скорости шара равен v, а ее направление 
образует угол а со стороной АВ исход.ного треугольника 
Q=ABC (рис.. 22.10), т. е. с диагональю ромба С1С3 , то 
проекция с.корос.ти на направление, перпендикулярное с.то­

ронаl\л т - С1С2 и СзС4, равна v cos (п/3-а). Ее.ли расстоя­
ние ~ztе>кду сторона~1и ро~1ба равно а, то T1=al[v cos (n/3-
-a)]. Аналогично находим T1 =al[v cos (n/3+a)J. 

Итак, 

Т1. cos (n/З+а) 
Т2 - cos (л/З-а) ' 

и мы видим, что опять траектории бильярда периодичны или 
всюду· плотны в завис.и~1ости только от направления тра-
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п f n +- ) 1 _ УЗ . 
е1<тории. ос.кольку cos \ 3 :__а = 2 cos а+ 2 stп а, 

7,1 cos a-VЗsina 1-J!Зtga 
-- - =з 

1,2 cosa+ УЗ s1na 1+ VЗtga 

= 1-2 vз tg- о: = 1- .: 
i+ J!Зtga ~+(Уз tga)- 1 ' 

а э-то число раuионально или иррационально в завис.ИJ\tос.ти 

от того, рационально или ирраuионально число k === VЗ tg а. 
Подведем итоги" Если описаннылtu вьzше построениями 

бильярд в ./ННогс_,угольНLLке Q можно свести к обмоткам п1ора1 
то многс_,угольmLК Q будем называ1пь торическим" Для биL11ь­
ярда в -торичес.коf\л: ~1ногоугольнике Q· выполнена с.лед)·ю­
щая альтернатива: 

либо траектория периодична; 
либо траектория всюду пло1пно заполнлеrп весь много­

угольник Q. 
В рас.с.~1отренных при~1ерах -то-т фаI{-Т, ка1{ая час.-ть аль­

-терна-тивы и~1ее-т ~1ес-то, завис.и-т лишь о-т направления движе-
1lия бильярдного шара, но не о-т его начального положе­
ния. 

Для любого торичес.кого !\1ногоугольника проблема 
бильярда ~1о>кет бы-ть разрешена (т. е" вс.е -траектории мо­
гу-т бы-ть J{Лас.сифицированы в указанном с~1ысле). 

Какие еще ~1ногоугольни1{и, кро~1е рас.с.~1отренных трех 
· типов, являю-те.я -торичес.1{и~1и? Оказывается, торическим 
являете.я лишь еще пря~1оугольный треугольник с остры ... 
ми угла~1и n/6 и п/3 (половина равностороннего треуголь­
ника) . Справедлива 

Т еорем а 1. Бильярды в многоугольниках, отличных 
от указанньtх четырех типов (прямоугольник и треугольни" 
кис угла.Аtи n/2, n /4, n/4; n/3, n/3, n /3; n/2, n/6, :л /3) нельзя 
св ти к обJttоткшt торов. 

/v\ы приведе~1 доказательство э-той теоре~1ы в конuе еле" 
дующего параграфа. 

3 а д а ч а 22.2" Свести бильярд в пряr-.1оуrольном треуrоль­
нике с углами л/6 и n/3 к обмоткам торов (осуществив построения, 
аналогичные проводившиl\1ся выше). 

3 ад а ч а 22.3 (см. § 24). Провести построения, аналогичные 
nроводившнмся выше, для случая nрямоуrольного треуrо~УJьн11на 
с уrлами :л/8 и З:л/8: свести бильярд к пучкам параллельных тра­
екторий с перескакиваниями. Затеz,.1 осуществить склейку сторон, 
соответствующую получающимся перескакиваниям и убедиться, 
что полученная поверхность н е я в л я е т с я торомt т. е. тре­
уrольник с угламн :п/2, л/8, Зл/8 - н е то р и ч е с к и й. 
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В за1{лючение рассмотрим еще одну занп :\1ательную 
кар-ти н1<.у f относящуюся к бильярду в равностороннеf\1 тр~­
}'ГОЛЬНИI{е Q== ABC. Именно paccf\10-rpиlYr в Q пучои: траекто­
рпй, параллельных стороне АВ . Чтобы нарисовать продол-

~ 

жение этих тр ае1{-тор ии , не ну>кно производить отражения 

относительно стороны АВ (ибо траектории ее не пересекают), 
а достаточно продолжить -траектори11 в два треугольника 

Q1 и Q2, образующих Вf\1ес-те с Q трапецию Q==ACA 'С' 
(р ис. 22.11). Траекторию MPt 
выходящую из -трапеции в -точ­

ке Р, следовало бы прод.олжить 
н треугольник Q~, но после пос­
..nедовательных отражений отре· 
зок РМ' дает в исходноr..1 тре-

u 

угольнике уже нарисованныи -там 

отрезок P'N; согласно нашим 
правилаr..1 f\1Ы будеr..1 считать, что 

Рис. 22. 11 

движущаяся по kI Р точка, дойдя до Р, перескакивает в точку 
Р' и продолжает двигаться по трапеции в тоr.л же направле­
нии. Иначе говоря, параллельный пучок на трапеции следует 
интерпретировать I{aK пучок с перескакиваниеr..1 со стрелки а 
соответствующую точку стреЛI{И а' (рис. 22.12). Чтобы 

трае1{тории стали непрерывными, стрелки ну>кно склеить 

с 

11 в 

Рис" 22"12 

(в у1{азанном н ;,; ра ении l ) . После склеЙI{И viьI получиl\1 
ист J\1\ёбиуса (1), а на неr..1 - пучок траектор ий , парал11ель~ 
.ых средней ини лис-та Мёбиуса. На исходноf\1 треуголь" 
1ке Q=A BC этот пучок дает трае1<тори KLM, составлен-
ую из средних линий треугольника АВС (она соответствует 

средней линии лис-та Мё иуса), и семейство « о u ных}> тра­
екторий, окру ающих KLM . О1{азывается, при анализе 
задач r.леханики f\1oryт появляться дэже таJ{ие «странные» 

поверхности, I{aK лист Мёбиуса" Главные >ке «странн сти» 
нас ждут в § 24. 
Для пониf\лания § 24 опишеf\1 предварите.льна (в § 23) 

u ~ 

пос-троение двуr..1ерных поверхностен с поr..1ощью склеиJ{И 

1оrоуrольников и докажем теореr..1у классификации дву-
u . ~1ерных поверхнос-теи " 
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§ 23. Склейка поверхностеD 
из 1\1ноrоуrольников 

За~1кнутая многогранная поверхность опре­
деляется в школьном учебнике геометрии как \fНожество 
точек в пространстве, составленное из многоугольни1\ов и 

удовлетворя1ощее некоторым условиям. 

О с н о в н о е с в о й с т в о такой поверхност!I за­
ключается в то~1, что каждая ее точка М обладает окресtп­
ностью, которая ~1о>кет быть непрерывно преобразована в 
обычный круг с uентро~1 в точке М (рис. 23. 1). О к р е с т­
н о с т ь ю точки М буде~1 называть множество точе1\ по­
верхности, удаленных от М не более чerv1 на некоторое рас.­
стоя ние е>О. При наших непрерывных преобразованиях 

м , 
...... 

Окрестность точки N 

Рис. 23.1 • 

01\рес.тнос.ть ~1ожно изгибать, ~1еста~1и с.жи~1ать или рас· 
тягивать, но запрещается «СI<леивать» ~1ежду собой ее точ1\И 
и «разрывать» 01\рестность. Если пре"~с.тавить себе окрест­
ность точки М сделанной из резины, то ну>кное преобразо­
вание ~1ожно получить, если по"'Iожить окрестность под 

пресс и, ~1едленно растягивая (так, чтобы не получилось 
с1rnадок и разрывов), рас.плющить ее. Указанны~~ основ­
ным свойство~1 обладают не только за~1кнутые мноrоrран· 
ные, но и искривленные поверхности, наnри~1ер сфера илн 
тор. Если в сфере вырезать две дыр1\И и за1\леить их под­
ходящиl\~ образом изогнутой «ручкой» - боковой поверх· 
нос.тью цилиндра, то получите.я cqJepa с ручкой (поверх­
ность гири), 1\оторая мо>кет быть преобразована в тор ежа· 
тиями и растяжениями (р11с. 23"2, а). Приклеив к сфере 
аналогичным образом д в е ручки, ~1Ы получим так назы­
ваемый крендель, или сферу с дву.лtя pyttKaAtu; на рис 23.2, б 
эта поверхность представлена в пяти видах. l\1ожно тем 
же способом пос.троить сферу ,S (р) с любыJ\1 числО!\t прикле­
енных ручек р~О; число р называется родолt поверхност11 
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S (р), а саму поверхность называют иногда кренделеАt с р 
дырка.л11.t. Легко видеть, что все сферы с руч1саf\ли обладают 

tJ 

основным своиство~1. 

- ;... 

С.ферd 
t: аыркани 

Тор 

Сфера с PIJllkO!l 
а 

J(ренllель 

Рис. 23.2 

Полная поверхность цилиндра та1<же обладает этим 
свойством, а вот у>ке его боковая поверхность иr~л не об.riада­
ет: точи:и М на окру>кностях оснований имеют окрестности 
в вид.е искривленного полу1\руrа - их нельзя без разры­
вов и склеек дефор~1ировать в круг с центро~1 в точке М 
(рис. 23.3). Далее, поверхность двойного конуса и объеди· 
нение двух пересекающихся сфер 
н е о б л а д а ю т ОСНОВНЫ~1 свой­
ством, а объединение двух непе­
ресекающихся сфер о б л а д а е т 
(р ис. 23.4). 

1'- fPJ 
11 11 

Рис. Рис. 23.4 

Мы хоти~1 исключить из рас.с~1отрения та1оке поверх­
ности. состоящие из нескольких отдельных кусков . По-
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требуеl\1 поэтоl\1у, чтобы любые дsе точк1-1 поверхности rvzo>к11 , 
было соединить- проходящей по поверхности непрерывной 
линией. Это свойство называется связностью поверхности. 
И-та1\, рассма-триваеl\1Ые в дальнейшем поверхности ._ 
связные. 

Не будем мы рассматривать и бесконечно протяженные 
поверхности - та1\ие 1 1\ак плос.1\ос-ть или бес1\онечная ци" 
линдричес1\ая поверхность, а также поверхнос.-ти типа кру" 

га без границы ( опzкрытого круга). Поэтому наложим еще 
условие конечности. По-требуем, чтобы поверхность мож­
но было разбить (разрезать) на к о н е ч н о е число «I\рн" 
волинейных многоугольников», каждый из которых ооз 
разрывов и Сl\Леек l\1ожно преобразовать в плоский выпу1{­
лый l\1ногоугольник (с rраницаl\1и). Hanpиl\1ep, сфера по 
экватору и че-тыреl\1 меридианаl\1 разрезается на 8 1\р иволи" 

u 

неиных -треугольни1\ов, а плоскость на конечное число мн~ 

гоугольников разбить нельзя. Если поверхность разбита 
на -треугольники, любые два из 1\0-торых либо Иl\1ею-т общую 
сторону, либо общую вершину t либо вообще не пересе­
каются, -то это разбпение называется триангуляцией по· 
верхнос-ти. 

И-та1<, далее мы рассматриваеl\1 -только -такие поверх­
ности (множества точек пространства), которые обладают 

u u 
тремя перечисленными своис-тваl\1и: основньtм своиством. 

свойством конечности и связностью. Эти п верхнос.ти бу­
деl\1 корот1\о называть двулtерныJии компак1пныА1и поверх· 
нос11~я.1~tи без края (иногда слова «без 1\рая» будем опус.1{а-ть). 
Заметиl\1, ч о любая рассl\1атриваеl\1ая поверхность делит 
nрос-транс.тво на две части - внешню (неограниченную) 
и внутреннюю (огранпченную) и поэ-тоl\1у является двуето­
ронней , а также является ориентируемой: лю ую l\1алень-
1<у10 01<ру>кнос-ть е нанесенной на ней ориентац ей (с-трелко~) 
н е л ь з я та1{ подвинуть по поверхности, чтобы она вер­

нулась на старое место, но ориентация на ней изr~ленилась. 

Следует отl\1етить, что имеются также неорuентuруе1.1ьlе 
повLрхности, например лист l\1ёбиуса (el\1. рис. 22.12). 
имеющий од ну сторону (на нем ориентацию 1\ружност11 
можно изl\1енить специальным ее движением по лис-ту --

" вдоль средней линип), но таI<ие поверхности и~1ею-т 1\ р а 11 
и здесь не рассматриваются. 

Две компактные поверхности считаются Эl{Вивалентны­
l.tи (матеl\1а-тики говорят - топологически эквивалентными). 
если существует о б р а т и l\1 о е отображение одной ИЗ 
них на другую, при котороl\1 не-т ни разрывов, ни склеек, 
но J~ОП)'СI<аются растяжения и сжатия, изгибания 11 разги-
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бания (для таких отображений в мате~rfа-тике так>ке есть 
специальное слово - гоАtеоморqJuзм). Например, поверх­
но -ть тетраэдра эквиnален-тна (гомеоl\tорфна) сфере, две 
п след:ние поверхчос.ти на рис. 23.2, а экви:вален-тны тору, 
а вс.е пять поверхностей l1a рис. 23.2, б э1<в1-1вален-тны друг 
др~ гу. 

3 ад э ч а 23.1. Пок3>ките, что сфера, торJ 1<рендель и вообще 
сфера с любым числом ручек S (р) обладают свойство~-1 конечности, 
т. е. укаж11те их разбиенпя иа ко-

и 

нечное число 1<риво~11ине11ных }11ного-

уrо JJЬНИКОВ. 

3 а да ч а 23.2. Ука>ките, сфере 
с ~ ки:м числом ручек эквивалентна : 

а) поверхность чашки (рис . 23.5, а); 
б) поверхность стула (рис. 23.5, 6); 
в) поверх ность оконного переплета 
(рис. 23 .5, в); r) поверхность «плас­
т 1лннового человечка», у которого 
па JJьцы рук образуют два сцеплен­
ных кольца (рис. 23.5, г). 

3 а д а ч э 23.3*. Пока>ките, что 
тор и сфера ие эквивалентны. 

У к а э а н и е. Придумайте та-
" кое своиство, которое сохраняется 

при рассматриваемых преобраэовани­
ях (rомео~tорф:измах) и которым одна 
нз этих поверхностей обладает, а 
дрj гая - нет. 

(J 

г .., 
PлacmtJnu ноОь1ц 

'IВЛоЬечек. 

Рис. 23.5 

Поверхность, обLттадающая свойством конечности, раз­
рРзаетс.я на f\лногоугольнин:и и поэтому ~1оже-т быть с.клеена 
из многоугольни1\ов. КакиАt наиJ1tеньшим числом много· 
угольников можно при атом обойтись? l\1ы у>ке видели, что 
тор 1\tо>ке-т быть получен склейкой про-тивополо>кных сто­
рон квадрата (или пря~1оугольни1{а)у -т. е. для -тора доста­
точно 1~~1еть о д и н многоугольник. Для l{ренделя S (2) 
(т. е. для с.феры с дву~1я ручками) дос.-таточно -также о д­
н о г о многоугольни1{а - В-угольника (рис.. 23.6)" Ока­
зываете.я, любая ко"~tпак1пнля поверхность S может быть 
склеена из одного многоугольника W, 1\оторый называется 
Разверткой поверхности S. Собственно говоря, это почти 
очевидно, и вот пoчel\rty. 

Триангулируем поверхность S и ка>кдую с.-торону I<аж­
д, го треугольни1\а о-тме-ти:~1 какой-либо буквой, причем раз· 
вые отрез1\и о-т~1е-ти~1 разны~1и буквами. Кро~1е -того, ка>к­
.цую сторону треугольни1<а о р и е н т и р у е ~1, -т. е. по" 

с n в11l\1 на ней произвольны~1 образоl\11 с.-трелку. Разрежем 
rJ верхнос.ть S вдоль вс.ех полученных отрезков (с.-торон 
1 f-Jеугольников) - S расс.ыпе-тс.я на 1<онечное чис.ло «1\ри-
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вых» треугольников& J\\ы считаеl\ft что разрезая поверхность 
вдо.пь ка 1<оrо·то отрез1<аt мы ставим на обоих «берегах» раз­
реза Т)' буt<ву, котор ая стояла на отрезI{е (рис. 23.7). В ре. 
зультате на I{а:1кдой стороне треуголы1и1{а будет отмечена 
ориентация: сторона снабжена ст1;ел1сой" 

Нап а цель: скtt'Iеить обратно все это множество ТjJе­
угольников, но та 1\Иl\1 образоr.л , чтобы получился один 
плосI{ИЙ l\1ногоугоа11ьник" Начнем построение с того, что 

d 

ь . а выбереl\.t какой-то треу" 
-__ :·- .;~·:.~>.-.·.·_ а гольни1< Л1; рассl\1отрим 

с. : -:--·:~-: --.- ::: :=" .~. ; d ~ !J :·.>.<·::_·:.- его сторонv - она снаб· .. . .. . '· "·. ~ ·d· ·· ~ J 
• . , •• " 1 - ". и u 

d :_ .. _._·. ;~· :: : :."".; _._._: ~" . - с с · -· .-:-.-.-.·- жена I{ако1I-то буквой а 

ri :.; :·--:.-.- ::- и стрелкой. Та1{ как I<аж-

дая бу1{ва входит в об­
щий набор сторон в точ· 
ности два раза (пос1<0ЛЬ· 

Рис. 23"6 Рис. 23.7 

ку поверх1-1ость S не Иl\1еет I{рая, а 1<аждый разрез 
Иl\~1еет два берега), то найдется еще один треугольник 
Л2 , на стороне которого стоит та же буква а. Скле11м 
эти треугольнИI{И по общей стороне а, сов~·tещая направле­
ния стрелок - получится плос1{ая фигура, разделенная на 
два треугольника, на границе I{оторой стоят новые буквы и 
стрелки. Береl\1 какую-то буI{ВУ Ь на этой границе и ищеМ 
свободный треугольник Л 3 , на стороне которого иl\1еется та 
же бу1{ва Ь - такой треугольниI{ обязательно найдется: 
пр~1чем ровно один; приклеиваем Л 3 к этой фигуре по общеи 
стороне Ь, совмещая стрелки, и т. д. Проuесс за1{ончи-тся ~в 
тот l\1омент, когда все треугольники будут исчерпаны. Део­
ствительно, l\1Ы при]{леим в т о ч н о с т и в с е тре­
уrольнИI{И ..-. в прстивноl\1 случае (если НИI{акая буква на 
границе получающейся области не встречается среди букв 
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ua оставшихся еще неnрисоединенных треугольниках), 
снлеив все попарные бу1{ВЫ, вер1-~емся 1с исходной поверх­
н ти S, и она окажется несвязной {состоящей больше чем из 
о.иного 1{уска) - противоречие со свойством связнсст1·r. 
Ита1<t пр~1 указанном с1<леивани11 мы исчерпаем в с е 
треугольник1-r и пол;rчи~1 плос1<ий !\Jtногоугольнн1< W с 
бу "Ва!\J1И и стрелками на сторонах его границы, причем 
каждая буква будет встречаться ровно два раза, так что 
исло сторон ;т W будет четным. Зафиксируем на много­

уголы1и1(е W ориентацию, а затем, начав с про1-1звольной 
верп1ины и совершая обход границы , последовательно вы­
пишем все бу1<вы на сторонах W, причем, если направление 
обхода с о в п ад а е т со стрелкой на стороне, буде~1 пи-
сать бу1<ву в степени (+I); если жене с о в падает -
пишем в по1<азателе {-1). В результате получится слово W 

W ±) ± 1 ± 1 ( 23 8) ви а =а;1 ai2 •• • aik рис. . , однозначно задаю11Lее 
многоугольник W (мы спеr~иально многоугольни1{ и слово 
обозначаем одной бу1<вой П'l'). 
Мы сопоставили каждой поверхности S многоугольник 

и слово W, правда, неоднозначно (слово зависит от триан­
гуляции поверхности). Слово W 
можно рассматривать каJ{ I<Од О,;; а4 
поверхности S, и это кодирова-

u u 

ние неоднозначно: однои и тои 

же поверхности отвечает беско­
нечное число кодов - по числу 

триангуляций на S. Если про­
извести требуемые склей1<и на 
границе I\1ногоугол1;>ника W 
(склеивая стороны с одина1<овы­
ми буквами по стрелке), то по­
пучим исходную поверхность. 

Оказывается, однако, что 

() 

а, 

-1 -t -t W=a1 u5 a2 а4 а4 а1 а2 о~ 
коа многоугольника 

Рис. 23 ~ 8 

поверхность S может быть 
склеена из такого многоугольника W, для которого совер­
шен1rо ясно, что после склейки поверхность S будет пред­
ставлять собой S (р) - сферу с р руч1{а~1и. Этиl\1 многоуголь­
ником является 4р-;rгольник с кодом W= a1b1a11b11a2b2 
а;1ь;1 .• . арЬрар 1Ь-р1: слово а1Ь1а11Ь11 отвечает тору- сфере 
с одной ручкой S (1 ), слово а1Ь1а~1Ь11а2Ь2а21Ъ21 дает склей­
J{у двух ручек, т. е. крендель S (2) ; ... ; вообщ~, 1<ажда~ 
новая четвер1<а букв аkЬkаk"1Ь- 1отвечает приклеи1<е однои 
н вой ручки к уже имеющейся сфере с ручками (геомет· 
Рически это несложно представить, производя указанные 
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в слове поСN'"Iедоватетrьные СI<лейки). Слово W=а1Ьiа11ь11 .. 
• • . арЬ1Jа-р 1 Ь;1 называется кaн.oн.JJ.ЧecKtJ.A·t, а отвечаrощий 
ef\iy много~1rольн 1 W - кан.он.tJ.чес1сой разверткой поверх. 
ности S. СФ~ J: у и yei точную теорему. 

Т е о р е м а 1 (те рема класс фР1 ац f двумерных ком. 
пактных поверхностей без края). ба· ко.лt1z тная opue11," 
mtipye.лiaя поверхн.осп1.ь S в tnpexAtepнoAt проспzранс1rюе зк" 
вt~вален.тн.а (г0Аtео.л1011фн.а) сфере с ручка.л~и S(p). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать) что у 

поверхности S имеется канонический код а1Ь1а11Ь11 ••• 

ь а-1ь-1 .• . ар JJ Р Р • 
Мы уже знаем, что поверхность S имеет какой·rnо l{ОД 

W, отвечающий не1<оторой триангуляции. Многоугольник 
W представляет собо u плоский четн.оугольн.tJ.к с числом сто-

А рои 2п (п не обязательно четно), все старо" 
. "" с ры н:оторого разбиты на пары с одинаковы~111 

В _ ::(~:: .. ~·~.:-.-: ·:._ := :: д буквами , и 1<аждая пара затем с1<леивае:1ся 
а _~; ·~~·;::: ~·:-~·.=. :. ~:::~:~ а так, чтобы стрелки на них·совпали " При этом 
А ··~:::· ~.-;~~".-~:~~· ~.':;: . с1<ле -1ваются и вершины, которые разбива~ 

. . . . . . а 

с ·=···. ь ются на группы, внутри I{аR<дои из 1<оторых 

в они склеиваются в одну точку (например, 
ДдS группы на рис. 23.9 все вершины шестиугольника 

ершин разбиваются на две группы - черные 11 
Рис. 23.9 белые). 

Доказательство теоремы будет про -
диться следующим образом: будем перестраивать мноrС'­
угоL11ьник W с помощью операций (разрезаний и пр и1{леива" 
ний), ь п лнение которых приводит к другому I<оду той Ж" 
поверхности S или э1<вивалентной (гомеоморфной) ей; nро­
делав все эти операции, придем в конuе концов 1< иско" 

мому коду а1Ь1а11Ь11 
•• • арЬра;1Ь;1 , отвечающему сфере 

с р ручкаl\tИ, отн:уда и сделаем вывод, что S гомеоморфна 
S (р). Н жные нам перестройки та1<овы " 

1°. Слов W 1иожн.о nepecmpotJ.mь так, чтобы все верuLи­
ны .л~н.огоугольн.ика W склеtJ.ЛtJ.сь в одну точку. 

Предполо>1<им, что количество групп склеивающихся 
точе1< больше одной. Обозначим одну из этих групп {Р}, 
другу10 группу - {Q}. Тогда имеется такое ребро а, что его 
начало принадлежит группе {Р}, а конец - группе {Q}. 
Выполним разрезание и последующую склейку многоуго4,ль· 
ни1<а W, указанные на рис. 23.10. Напомним, что кажда~ 
бу1<ва на границе многоугольника встречается дважды, 
нас сейчас интересуют две буквы с на рисунке, которые 
склеIП\1 по стрелке. Результат перестройки (разрезания " 
склейки) - многоугольник W', у 1<оторого верrпин в мно-
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п<естве {Р} стало на одну меньше, а в множестве {Q} -
на одну больше. Взяв еще одну вершину из {Р}, мы TO>I<e 

[О}кем уничтожить ее с помощью какой-нибудь группы (не 

обязательно с помощью {Q}). Так будем уменьшать число 
ершин в rруппе { Р} t пока 

в {Р} не останется р о в н о 
од н а вершина. Последний {'7} 
шаг: та1< как в {Р} од н а. 
вершина, соседние ребра име­
ют вид а и а- 1 • Тогда делаем 
ерестройку , указанную на 

рис. 23.11 (склеиваем ребра а 
и а- 1) и уничтожаем послед-
н1ою вершину в группе {Р}. Рис. 23.10 
Та 1< Иl\.tИ операциями уничто-

u 

жаем постепенно все группы вершин, I{роме однои, вер-

нны 1<оторой составля1от полный набор вершин возни1<­
его многоугольника и склеивают поэтому в одну точку. 

2°" Ecлtt W=Aaa- 18, где А tJ, В - слова, а - буква, то 
U? .лtожно nepecmpotJ,mЬ в слово W'=AB. Эта операция, 
называемая свертыванием, по1<азана на рис. 23.11. 

{Р} 

t: :> 

Рис" 23.11 

В дальнейшем считаем, что в слове W нет сочетаний ви­
да аа- 1• Заметим также, что в слове W нет и двух одинако­
Вt)rх букв в оди н а 1< о в ы х степенях, т. е. W=#= . .. а . .. 
. . . а ... и W=#= . .. а- 1 •.. а- 1 •• " , поскольку при склейке 
т ких двух противоположно ориентированных сторон по­

верхность S становится неориентt~руе.лtой - существует 
nуть, вдоль которого у окру>1<ности l\1еняется ориентация 

(эта склейка эквивалентна добавлению листа Мебиуса, ко­
тnрый мы исключили из рассl\1отрения). Таким образом, 
~ели в слове W встретилась буква а, то буква а встрет1 тся в 
W вновь лишь в степени (-1). 

3°. Ecлtl буквы а tJ, а- 1 не стоят рядо.лt в слове W (что f\tЫ 
предположили выше), nzo найдутся буквы Ь tJ, ь- 1 такие, 
то пары а, а- 1 tt Ь, ь- 1 разделяют друг друга (рис. 23.12, а) . 
'Гогда ату четверку .лtо~сно заменить на сочеtпание вида 
."ух- 1у- 1, сохраняя условия и~а·гов 1° tt 2° (рис. 23.12, б и в). 
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Если при этоrJ случайно воэникн}тт сочетания сс-1, то ови 
устраняются свертыванием. 

В результате применений конструкций шагов 1°-3° МЬI 
преобразова"УJи исходное слово U'' 1< слову W', состоящему 
только из сочета иf вида хух- 1у- 1 , что и требовалось до. 
казать. Число таких сочетаний равно числу ручек у по­
верхности S - ее роду р. 

ь 

а 

в 

Рис. 23. 12 

о . 
-1 

а 

3 а д а ч а 23.4. Пусть поверхность S имеет и:од W=a1~ • •• 
-1 -1 -1 

•.. апа1 а2 .• . ап -, т. е. ~ 2п-уrольника W попарно склеиваются 
противоположные стороны. Определите канонический код поверх­
ности S и ее род. 

От в е т. S=S (р), где p=[n/2]. 

После того как rJы с помощью теоремы I(лассификации 
поняли , что поверхность S эквпвалентна какой-то сфере с 
ручками , у нас может возникнуть вопрос, нельзя ли получttть 

для поверхности S два равличных канонtlческttх кода 

W = а1Ь1а11Ь11 
••• арЬр11--р1Ь;1 

и 

W' ·'br ·'-lb"-1 'Ь' '-1ь'-1 
::::.. Q 1 1 й1 1 • • • а r ,а r r ' 

• 

отвеча·юll~их сфере S (р) с р ручкал1и tt сфере S (r) с r ручками, 
npttчe.лt p=t=r? Если бы два таких канонических кода име· 
лись, то поверхности S (р) и S (r) были бы эквивалентны 
( гомеомор фны) . 

Для ответа на этот вопрос введем понятие эйлеровой xa­
paкmepucmttKtl noвepxнocmtl . Если поверхность S разбита 
на многоугольники, и в этом разбиении имеется В верtиин, 

224 



р ребер tJ. Г г,раней (многоугольников), то число 

х(S)=В-Р+Г 

11азывается эtiлepoвofJ, xapaкtnepttcmitкoй поверхностtt S.Если 
W - произвольная развертка поверхности S, то с помо­
~цью элеl\1ентарных операций 1°-3° она преобразуется в 
:каноническую развертку. Легко заметить, что эти элемен­
-,арные операции не меняют числа x(S). В самом деле, и:огда 
fdЫ в ~1ногоугольнике проводим диагональ, числа Р и [. 
:у в е л и ч и в а ю т с я на 1, а В н е м е н я е т с я; 
коrда производим разрезание вдоль проведенной диагона­

JIИ с последующим склеиванием, числа Р и Г у м е н ь ш a­
JO т с я на 1 при не и з м е н но м В; при свертывании 
(отбрасывании сочетания aa-J) числа В и Р у м е н ь ш а­
ю т с я на 1, а Г не меняется. Поэтому величина В-Р+Г 
во всех случаях не меняется. 

Пусть теперь W - к ан он и чес к а я разверт1<а 
а1Ьiа11Ь11 

•• . арЬрар 1ЬР 1 • Для нее В= 1 (все вершины склее­
ны в одну; см. п. 1° доказательства теоремы 1), Р=2р (та· 
ково число сторон у 1<анонической развертки) и Г= 1 (мно· 
rоугольник W - од и н)" Получаем 

x(S)= l-2p+ 1 =2-2р. 

Поэтому, если бы существовали д в а р а з л и ч н ы х 
канонических 1<ода W и W', указанных выше, то мы полу­
чили бы 

х (S) = 2-2р == 2-2r, 

откуда p=r и, следовательно, слова W и \У'' совпалают. 
Следовательно, справедлива 
Те о рем а 2. Httкaкtte две сферы с разttым чt~сло.лt ру ... 

чек не эквtюалентны (не г,о.лtеоморфны). 

3 ад а ч а 23.5. а) Докажите, что у всякого выпуклого много­
гранника сумма числа вершин н граней больше числа ребер на 2. 
б) Вычислите эйлерову характеристику тора и кренделя S (2). 
в) Докажите, что для любой триангуляции любой поверхности 
в+ Р+ Г - четное число. 

Другое доказательство теорем 1 и 2 приведено в книге: 
Болт я нс кий В. Г., Ефрем о в и ч В. А. Нагляд­
ная топология.- М.: Наука, 1982 («Библиотечка «Квант», 
вып. 21). 

Теперь, зная, 1<ак двумерные поверхности склеиваются 

и:з :rv1ногоугольни1<а, вновь вернемся к бильярдам в много· 
Угольниках. 
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§ 24. Бильярды в «рационапьных» 
многоугольниках и поверхности 

Рассмотрим бильярд в прямоугольном тре­
угольнике Q с острыми углами n/8 и Зn/8. Пучок параллель-

" ных траектории в этом треугольнике продолжим до пучка -
в правильноf\1 восьмиугоJ1ьнике Q, составленноl\1 из 16 
треугольников, равных Q и получающихся из Q последова" 
тельными отражениями относительно катета и гипотенузы, 

угол ме:tт<.1~~ которыми равен n /8 (рис. 24.1, а). Как и в § Z2, 

__ ......,_/ 
т,б d 

... / d ', " 
Т,4 . '/ 

А 
/ ~, 

7j3 / 

7i2 ь 7it Т,о 

Рис. 24.1 

нетрудно проверить, что траектории бильярда в исходном 
треугольнике Q получаются при наложении всех упомяну­
тых треугольников на треугольник Q из траекторий точки, 

u v 
движущеися по нарисованным отрезкам и перескакиваюшеи -
с одной стороны восьмиугольника Q на соответствующую 
точку противоположной (параллельной) стороны" Таким 
образом, бильярд задает склейку сторон восьмиугольника -Q" у1<азанную на рис. 24.1, б). 

Осуществим эту склейку. Внимательно проследите за 
ее этапаr.1и (рис. 23.6). В результате мы получим крендел.ь -
описанную в § 23 поверхность, как бы склеенную из двух 
торов. При склейке отрезки траектории указанного выше 
пучка с перескакиванием подклеятся друг к другу и обра­
зуют непрерывную траекторию на кренделе. Все траект?­
рии данного пучка параллельных траекторий: после склеи­
ки дадут пучок траекторий на кренделе, который мы будем 
называть об.лtоткой кренделя. 

В отличие от обмоток тора, обмотки кренделя имеют 
особьtе точкtJ; в данном случае на кренделе будет ровно одна 
собая точка А, к описанию которой мы и переходим. Гру­

бо говоря, если в окрестности точки М траектории ведут 
себя «примерно параллельно», то такая точка М называется 
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t,tеособой (рис. 24.2, а). Поведение траекторий в окрестно­
сти особых точек не такое, как на рис. 24.2, а, а «особое». 
Нетрудно понять, что при склейке из восьмиуго~Тiьника Q 
'fочки в н у т р и Q будут неособыми. Если точка М на 

u u 

1<ренделе получается склеикои двух соответственных точек, 

Mi и М2, лежащих на параллельных сторонах Q, то она 
. акже не будет особой - при подклеивании ОI{рестностеii 
rочек М1 и М2 друг к другу мы получаем окрестность точкн 
(vf на кренделе, траектории в которой ведут себя как на 
рис. 24.2, б. Таким образом, о с о б а я точка на кренделе 
f.'IОжет получиться лишь при склейке в е р ш и н восьми-- -
:угольника Q. Нетрудно проверить, что все восемь вершин Q 
дают при склейке ровно одну точку А на кренделе (это 

Рнс~ 24.2 

п, 

Rв 

а 

н, 

111 
н 112 

{} N2 

Рис. 24 . З 

следует из п. 1° до1{аэательства теоремы 1 § 23). Окрестность 
этой точки склеивается из восьми секторов R1-R8 - ок-

рестностей вершин восьмиугольника Q. Подклеим эти сек­
торы величиной Зn/4 r<аждый друг к другу в соответствии с 
законом склейки (рис. 24.3). Мы видим, что при такой под­
клейке получатся тр и слоя (так как 8· 3n/4 "" 3 ·2n), по­
этому все секторы величиной Зn/4 каждый придется сжать 
в три раза, чтобы можно было осуществить с1{лейку в о д и н 

ой. При этом сжатии следует считать траектории потока 
'U 

нарисованными на секторах - и после их склеи1<и получит-

ся картина траекторий в 01<рестности точки А. 
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Мы увидиl\t после осуществления подклеЙI{И (соответст­
вующие рассУJI(дения приведены ниже), что в точку А 
х о д я т р о в н о т р 11 траектори11, 11 в ы х о д я т 

р о в н о т р и траектории. Эти траектории соответствуют 
особым траекториям бильярда в треугольнике Q, заканчива-

Зл 
ющимся или выходящим из вершин углов велич11ны 8 ,-
именно из э т и х вершин получаются восемь вершин вось­

миугольника Q. В три вершины - Аз, А 4 , А 5 - траектории 
пучка параллельных линий входят, а из трех - А1 , А" 

u ·' А я - выходят. После с1{леики входящие и выходящие 
траектории дают входящие в особую точку А и выходя­
щие из нее траектории; эти особые траектор1-1и, конча1ощие­
ся и начи1-1аюп~иеся в А, называют cenapшnpucaлttt, т. е. 

сеало 

<<Оliезьянье>> 
сеоло 

Рис. 24.4 

о R-s 

Рис" 

«разделяющими». Сепаратрисы действительно как бы раэ· 
деляют остальные траектории - две близI{Ие к сепаратри· 
се МА трае1{тории M1N1 и M 2N 2 , лежащие по разные сто· 
роны от МА после того, как сеnаратриса заканч11вается 1 
точке А, уходят друг от друга" 

п п 
Итак, бильярд в треугольнt1,ке Q с углами 2' в ~ 

Зп 
в сводится к облtоткам кренделя. Эти об.лtоткtt 11,меют 

ровно одну особую точку А, поведенt1,е п~ра·екторий в oкpecnz­
нocmtt которой описано выше. 
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В обu{ем случае особые точки с таким поведением траек­
торий называются мультиседлами. Мультиседла могут 
и~:~еть любое четное число 2п сепаратр1-1с - п входящих н 
п выходящих; единственное ограничение состоит в том, что 

п~2. Такое 1\11ультиседло будет называться .лtультttеедлом 
11zttna п. 1\1}'Льтиседло типа n=2 принято называть просто 
с.едло.лt (рис. 24.4). 

Оказывается, мультиседла появляются всякий раз при 
исследовании поведения пучка параллельных траекторий 

бильярда в многоугольнике Q, близких к особым траекто­
риям бильярда, заходящим в вершины углов многоуголь­
ни1<а Q. Прежде чем дать некоторую общую конструкцию, 
приведе!\1 еще один способ построения мультиседла типа 3, 
появляющегося на кренделе, с1<леенном из правильного 

восьмиугольника. 

Будем приклеивать друг к другу введенные выше секто-
u Зn ф 

ры величинои 4 , н е д е о р м и р у я их при этом, 

Зп 
ка1< делалось ранее. Углы секторов равны 4 , и уже после 
приклеивания сектора R. 2 к сектору R.i следу1ощий подклеи· 
ваемый к R.2 сеI<тор R.з перекроется с R.1 (рис. 24.5, а). 
Мы будем считать, что перекрывающаяся с R1 часть сек­
тора R. 3 образует новый слой, или лист, идущий с в е р х у 
над R.1 (рис. 24.5, 6); секторы R4 и R. 5, приклеиваемые далее, 
тоже лежат на втором листе - над первым листом 

(рис. 24.5, в). Сектор R6 дает уже rпройное налоR<ение (в;\tес­
те с R1 и R3), и мы будем считать, что се1сторы R6 , R1 , Ra 
идут уже по третьему листу. Сделав полный (трой ной) 
оборот во1<руг особой точки, мы вновь попадаеl\1 в сектор R1, 
поэто~ду свободный край R8 следовало бы пр111(леить к сво­
бодно~1у краю Ri, но для этого его нужно «продеты> через 
два нижних листа (рис. 26.6, 2); если сделать так, то полу­
чится поверхность с самопересечением, как на рис. 24.5, д. 
Состоящую из трех листов окрестность точки А называют 
1прехлист11ой ветвяtцейся окреспzностью А, а саму точку А -
точкой ветвленttя порядка 3. Чтобы получить из ветвящей­
ся окрестности точки А обычную окрестность точки А 
на кренделе, нужно сжать ветвящуюся окрестность в три 

раза так, чтобы каждый из трех листов превратился в кру-

говой сектор с углом ~. а после этого подклеить друг к 
другу свободные и:рая первого и последнего листов, прев­

ратившихся в секторы. Эта процедура была выполнена 
выше. 
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Поскольну при ск"11ейке секторов Ri-R~ в ветвящvюся 
nоверхность бильярдные траектории под1<леивались -друг 
I{ др)1гу 11 образовывали на каждом листе семейство парал-

u 

ле"'1ьных лин11и одного и того же направ.пения, то на ка)к" 

дом листе р о в н о од н а траектория входит в точку ветв" 

"11енпя А и ров но од н а траектория выходит из А, 
лрпчем траектории, лежащие по одну сторону от входящей 

в А сепаратрисы остаются на том же листе, а лежащие по 
другу10 сторону - переходят на другой л11ст. При у1<азан-

u 

ном трех1<ратном сжатии ветвящеися окрестности сепарат-

р исы остан}rтся входящи!\1и в А и выходящими из А луча­
J-,iИ, а остальные траектории превратятся в идущие вдоль 

соответствующих сепаратрис кривые. Таким образом, пос­
ле сжатия пучка параллельных траекторий на З-листно)1 
ветвящейся окрестности точки ветвления А получится l\1уль­
тиседло типа 3. 

Сепаратрисы, входящие в особую точку А, следу·ет счи­
тать заканчивающимся в этой точке, ибо при выборе пути 
выхода бильярдного шара, движущегося по сепаратрисе, 

u 

возникает несколько возl\1ожностеи - каждая из выходя-

щих из А сепаратрис ничем не хуже других. (Эту неодно­
значность мы и обходим, считая, что сепаратрисы закан­
чиваются в А; образно говоря, бильярдный шар, попав в А, 
спдит там и думаеrп, по какому же пути ему пойти, и ни­
ка1< не может найти ответа. Мы бессильны помочь 4<дуl\1аю­
щему» шару, ибо ни из каких разумных соображений вы" 
брать один путь из трех нельзя, и поэтому мы считаеrv~, что 
шар останется в А. Обдумайте и вы эту ситуацию.) 

Рассмотрим теперь обtцую задачу о поведении пучка 
параллельных траекторий (5ильярда в каком-то мноrоуголь· 
нике Q, близких к траектории МА, заходящей в вершпну 
А многоугольника Q. Пусть U= LBAC - угол мноrv­
угольника Q при вершине А, а - величина этого уrла. 
Попробуем , как раньше, продолжить пучо1< парал.ле.11ьных 
траекторий в угле U=Ui на углы U2 , U3 , U4 , ••• , по.пу­
чающиеся из U последоваrельными отражениями (эти от­
ражения нужны для выпрямления t>ильярдной трае1<тории 
(рис. 24.6)). Строя углы] { U1i}, на каждом из них нарисуем 
пучок параллельных траекторий в тоr~ же направлении, что 
и в угле U. Последовательно «обкладывая» вершину А уг­
лами U11., мы видим, что, вообще говоря, после одного «об<r 
рота» вокруг А свободная сторона АС исходного угла Ч 
вовсе не обязана совместиться с соответствующей сторонvи 
АС, l<акого ... то ИЗ углов uk - возможно, поверх Ui, U2, ... 
придется наложить второй слой углов U11.; поверх второ-
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ro слоя может лечь третий и т. д. Рассмотри!'.~1 тот случай, 
когда после т-кратного обкладывания около вершины А 
некоторая сторона АСп все-таки совместится с А С" Тогда 
цаша процедура обрывается, и мы получаем rп-листную вет­
вящуюся окрестность точки А, а также пучок параллельных 

Рис. 24.6 

u 

траектории одного и того же направления на каждом из т 

листов. При этом следует считать, что траектория со сто­
роны АС исходного угла U переходит на сторону АСп пос­
леднего из углов Uh. После т-кратного сжатия ветвящейся 
окрестности все т листов превратятся в т секторов вели­

чины 2п/т каждый; подклеив после сжатия АСп к АС, мы 
получим обычную окрестность точки А. Пучок параллель-

u и 

ных траектории на т-листнои 01<рестности дает мультисед" 

ло типа т на обычной окрестности. · 
За!'.~1етим, что если АСп действительно совпадет с АС 

и мы получим m-листную окрестность точки А, то последний 
из углов U h имеет ч е т н ы й номер, ибо при последова­
тельных отраже11иях ст6роны ACh и АВ 1 чередуются 
(рис. 24"6). Следовательно, на т листах, составляющих 
вместе угол величины 2пm, укладывается четное число 2п 

углов {U1J величпны а. Отсюда 2na=2nm и а=( ~\п. 
Обратно, если величина а исходного угла U представляет­

ся в виде а= (: )п, где т и п взаимно просты, то легко про­
верить, что после 2п последовательных отра}{<ений сторона 
АСп впервые совпадет с АС, а углы U1, U2, ... , U2n да­
дут 11z-л11стную ветвящуюся окрестность точ1<И А. Та1<111\·1 
образо!'.~1 , конечнолистная ветвящаяся окрестность верutu­

ны А угла величины а можеп~ быть построена в толt и пzоль· 

ко в том случае, когда а имеет вид ( ~ )п. т. е. а соиз.Аtера-
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.Ato с n. В противноl\1 случае (когда отношение a /n uррацио-
1·1-ально) окрестность описанного выше типа построить не 

~ 

)·дается, 11 случаи несоизмерИl'v1ЫХ с n углов не дает таких 
((простых» особых точек, как точки· ветвления I{онечного 
nорядка. 

1t 
Заметим, что если а Иl\1еет ви:д а--, т. е. m=I, опи-

п 

санное построение сразу дает однолuс1пну10 ОI{рестность, и 
особая траектория, попадающая в точку А, может быть 
естественным (и однозначным) образом продолжена за точ-
ку А" В этом случае точку А не имеет смысла считать осо­
бой. Сказанное позволяет доказать теорему 1 из § 22. 
Предвар11тельно предлагаем читателям решить неслож­
ную задачу. 

3 ад а ч а 24.1. Найти все :многоугольники Q, все уrлы ко­
торых имеют вид nln (бил ьярд в таких ~iногоугольниках не будет 
иметь особых точек и особых траекторпй)" 

Решение задачи 24.1 показывает, что r< указанно1\1у виду 
~неособых» многоугольников относятся торическпе мноrо­
угольник11 - четырех указанных в теореме 1 § 22 видов -
и тол ь к о они. Значит, во всех остальных l\tногоуголь­
никах бильярдные пучки "тхибо имеют особые точки типа lлуль­
тиседел (когда все углы многоугольника соизмерИl'v1Ы с 
n), либо, если хотя бы один угол l\1ногоугольни1<а несоизме­
рим с n, более сложные особенности" Это и доказывает тео­
рему 1 из § 22. 

П р им ер l. Пусть U - угол величины а===2п/З. Тог­
да его вершина А имеет 2-л11стную окрестность, что дает 
особую точку типа седла (m=2). Таки[\,1 и являются все уг&пы 

" правильного шестиугольника" Отсюда вытекает, что дmке 
бильярд в правильном шестиуrольн11ке имеет особенности 
(см. ниже задачу 24"З). 

Вернемся теперь к построению обмоток кренделей, от­
вечающих бильярда[\,! и разберем несколько примеров их 
построения. 

П р и м е р 2. Пусть Q - прямоугольный треугольник 
с острыми углами a1 == n / IO и а2 =2п/5. Рассмотрим пучо_к 
nараллельных траекторий в правильном 10-угольнике Q, 
составленном из 20 треугольников, равных Q, «обложенных» 
с помощью последовательных отражений вокруг вершин 
угла ai. Нетрудно проверить, что бильярд задает склей1<У .... 
пар прот11воположных сторон Q (траектории бильярда по-
лучаются из траекторий параллельного пучка И[\,Iенно с та­
кими перескакиваниями). 
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3 ад а ч а 24.2. Произвести указанную склей1<у 11 выяснить, 
к обмотке какой поверхности сводится этот бильярд. Выясннть, 
сколько и каких особых точек будет иметь получающаяся об1v1отка. 

Р е ш е и и е. После склейки получится такой же, как н рань­
wе, крендель с двумя дырками ( нарисуйте картинки самостоятел ь­
но; см. также теорему § 23). Особые точки будут получаться нз 
вершины углов a 2= 2n/5 - это будут седла (мультиседла типа 2). 

его таких углов столько же, сколько треугольников в 10-уголь­

нике, т. е. 20; так как 2·2n=10 ·2n/5 , одио мультиседло получа­
ется склейкой 1 О экземпляров угла величины а2 • Следовательно, 
иа кренделе будет ровно 20/10=2 седла. (Другой способ это уви--деть - показать, что вершины 10-угольн В<а Q при склейке дают 
иа кренделе две точки - А и В· ка>кдая пз них будет особой с 
двумя входяЩИl\1'И и двумя выходящими сепаратрнса,н1 . ) 

Итак, бильярд в треугольнике с углал~и п/2, п/10, 2п/5 
сводится к об.лtотке кренделя, ил1,еющей две особьtе точк1.1. 
nzuna седла. 

Во всех разобранных примерах торы и I<рендели полу--
чал11сь склейкой сторон некоторого многоугольника Q, по-
лучающегося из исходного многоугольника Q его уклады­
ван11ем на плоскость с помощью симметрий. В м11оrоуголь--
н111<е Q, который мы будем теперь называть фунда.1J;tенталь-

• 
HblЛ·t .лtногоугольником, рассматривался пучо1{ параллельных -
1раекторий с перескакиваниеl\t1 с одной стороны Q на дру-
гую. Перес1(акивание определялось та1{, чтобы траектории 
~<скачущего» пуч1(а, представляющие собой последователь--
пост11 параллельных отреЗI(ОВ на Q, после обратного «скла-
дывания» Q на исходный мноrоуголы1и1{ Q давали бы траек­
тории бильярда в Q. С другоi1 стороны, закон перескакива· 
пия определял СJ(Лейку фундаментального ~rноrоугольника 

Q, после которой из Q получалась некоторая поверхность 
SQ (тор или крендель). Траектор11и пучка с переСJ(акива-

u 

нием после склеики давали уже непрерывные траектории на 

S Q· Дв11жение по этим трае1(ториям называется обА101пкой 
поверх1-~ости SQ. Эта обмотка мо>1<ет И!'r1еть некоторое ч11сло 
N=N Q о с об ы х точек~ типы ~~ультиседел которых рав· 
ны mf, 11i2, ••• , mN. 

3 а д а ч а 24.З. Исследовать бильярды в перечисленных ииже 
ногоуrольииках Q (построить для нпх фундаментальные много-

угольники Q; указать закон склейки сторон Q; выяснить (продел8в 
с 1<лей ку), какой вид имеет поверхность SQ; найти число особых 
точек N= NQ и ИJ(; типы m1 , ••• , mN): 

А) Q - треугольник с углами п/2, п/12 , 5п/12; 
Б) Q - треугольник с углаl\111 n/2, n/5, Зл:/10 ; 
В) Q - лараллелограмм с углами п/З и 2п/З; 
Г) Q - пар3ллелограмм с углами n/4 и Зл:/4; 
Д) Q - праиильный шестиугольипк, 
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2 
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3Т( 
с;20·10 

т= 2;2. 

ФФ 
г сеала 

т=-3;3 

** 

т=2;)2,2. 
2,212 

6 ceileл 

+ 

Ответ к этой задаче дадим в виде таблицы. 

Ч11татель может самостоятельно продол;к11ть эту таб­
лицу, рассl\1отрев другие многоугольники. 



Гла ва 9 

ПОВЕДЕНИЕ БИЛЬЯРДН ЫХ ТРАЕl(ТОРИЙ 
В МНОГОУГОЛЬНИКАХ 

Здесь рассматриваются, в основном, б11льярды 
в многоугольниках с соизмеримыми с n углами - рацио­

ftальных многоугольниках. 

Бильярд в любом рациональном многоугольнике, как и 
бильярд в прямоугольн11ке, сводится к обмоткам, но у>1{е 
не тора, а кренделя - сферы с ручками,- который полу­
чается в результате склеек нескольких экземпляров мно­

гоугольника. Однако обмотки кренделя, в отличие от об­
моток тора, имеют особенности - та1< называемые точкtt 
ветвления, отвечающие, rрубо говоря, склеиваемым вер-
1nинам многоугольника; бильярдные же траектории, ис­
крив11вшись после с1<леек, имеют в окрестностях точек вет­

вления вид гипербол (см. § 24). 
Оказывается, что для обмоток кренделей справедлива 

почти та же теорема, что и для обмоток тора: <<типичная» об­
.лtотка кренделя заполняет его всюду плотно. Эта теорема 
(рормулируется в § 25. Результаты§ 25 получены Н. Н. Зе~·2 -
ляковым и А. Б . Катком (см. [ 19] в списке литературы). 

В отличие от обмоток тора, делящихся в точности на два 
класса: периодические tt всюду плотные на всем торе, на 
кренделе бывают непериодические траектории, получаю­
щиеся после склеек из бильярдных траекторий и заполня­
ющие всюду плотно лишь ч а сть кренделя. Построение 
такой траектории приведено в § 26, а доказательство того, 
что она заполняет часть кренделя, основано на теореме 

Якоби" (В механике появление кренделей возникает в тех 
случаях, когда фунI{ЦИИ, выражающие законы сохранения, 

«Не nерестановочны», 11ли, как говорят, «Не находятся в ин­

волюции».) Наконец, в § 27 доказываетсяt что в любом 
рациональном многоугольнике существует периодическая 

траектория и исследуются периодические траектории в не" 

которых тупоугольных треугольниках. 
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§ 25. Траектории 
в рациональных многоугольниках 

и обмо1 ки кренделей 

В этом параграфе мы ответим на два вопроса, 
которые, возможно, уже возни1<ли и у читателя. 

В любо.лt ли .лtногоугольнике Q бtмьярд Аtожно свести к 
обмотке некоторой поверхнос1пи SQ? 

Что дает сведение бильярдов к об.лtоткал.t кренделей SQ? 
Прежде всего опишем еще один подход к бильярда~~, 

дающий возf\.1ожность строить пучки с перескакиванием. 

А в 

Рис. 25.1 

Пусть Q - фиксированный многоуголь­
ник. Выберем на плоскости направле­
ние отсчета углов - скажем, буд~f\.1 за­
давать направление v на Q углом <р, 
отсчитываемым от направления сторо­

ны АВ многоугольника Q пр от и в 
часовой стрелки до направления v. Угол 
<:р будеf\.1 ИЗ!\.1ерять в радианах, причем 
так, что О~<:р<2п (рис . 25.l)." 

Для каждого числа <:р между О и 2п заготовиf\.1 свой эк­
земпляр многоугольника Q, на J(отором нарисуем пучок 
параллельных траекторий с направлением <р" Этот много­
угольник Q с нар1Iсованными на нем траекториями обозна­
чим Q (<р). Так111v1 образом, мы «запасли» бесконечный набор 
экземпляров Q(<p) многоугольника Q. Наложив их друг на 
друга в порядке возрастания <:р, получиl'v1 призму высоты 

2п , в основании которой леж11т многоугольник Q. 
· Рассмотрим шар, «скачущий» с одного многоугольника 

на другие J\tногоугольники по следующему правилу. Если 
в начальный момент времени шар находился на многоуголь­
нике Q(<:r1), то он движется по своей траектории до тех пор, 
пока не попадет на одну из сторон, скажем CD. Если бы 
шар был б11льярдный, то он отсI(очил бы от стороны CD 
по закону упругого отражения и стал бы двигаться под 
новым напрарлением cr2 • Наш Же скачущий шарик переска· 
J{Ивает со стороны CD многоугольника Q ( <р1) в ту же точку 
той же стороны CD др у го го многоугольн11ка Q(«p2), 
где «р2 было определено выше (из закона упругого отраже­
н11я), 11 движется по нарисованной на Q(<p 2 ) траектории. 
Дойдя до стороны KL многоугольника Q(<:p 2), шарик пере~ 
скакивает в ту же точку на той же стороне KL след у­
ю щ его многоугольника Q(<p 3), где <р 3 - направление, 
под которым движется бильярдный шар после соударения 
со стороной. KL, налетев на нее под направлением «r2· На 
236 



Q(срз) скачущий шарик движется по нарисованной на Q(cp3) 
тра~Rтории, и так далее (рис. 25.2). Та1<им образом, скачу­
щии шарик перескакивает с одного многоугольника на 

v 

другои, и · его траектория, кото~ую мы назовем скачуи{еt1, 
состоит из отрезков тр аектории, нарисованных на мно­

гоугольниках Q(~1), Q(fP2), Q(crз), ... 
Заметим, что если н а л о ж и т ь все эти многоуголь" 

ники друг на друга, то отрезки скачущей траекп~ории дадут 

траекторtJ.ю бильярда в многоугольнике Q. С другой сторо­
ны, если п р и л о ж и т ь Q(cp2) к Q(cp1) по стороне CD, 

Рис. 25.2 

затем приложить Q(cp3) к Q(cp2) по стороне KL и т. д., то 
резки скачущей траектории будут продолжать друг друга, 

образуя прямую линию. (Тем carviым установлена свnзь меж· 
ду только что введенным скачущиrv~ дв~1жением и обсуж­
давшимися ранее пучками с перес1<акиваниям11.) 

Скачущие траектории, начинающиеся на одном и том же 
многоугольнике Q(cp1), могут перескочить на разные эк­
земпляры многоугольников {Q(cp)}, если они приходят на 
разные стороны многоугольника Q(cp1): скажем, приходя 
на CD, траектор1Iя с Q(fPt) перескакивает на Q(cpo), а при­
ходя на ED - на Q(fP~). Если к Q(cp1) по сторонам CD и DE 
приложить, соответственно, Эl{Земпляры Q(cp2) и Q(cp~), 
то при попытке «выпрямить» од но времен но обе 
т р а е кт о р и и может оказаться. что Q (ср2) 11 Q (ер~) бу­
дут иметь наложения (рис. 25.3). Однако наложивrпиеся 
траектории физtJ.ческtJ. различны (они соответствуют разны./rt 
направлениям движения в исходном многоугольнике Q), 
и поэтому мы обязаны либо рассматривать двуслойную (дву-
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листн)rю) поверхность, наложенную на плоскость (это при ... 
водит к точкам ветвления из§ 24), либо считать, что э1<зем" 
пл яры Q ( <р 2) и Q ( <р~) «изготовлены из эластичного материа­
ла», и деформировать их так, чтобы при приложении (т. е. 
при подклейке) их к Q(<p1) они не перекрывались. Дефор­

мацию экземпляров {Q(GJ)} следует 
делать (и это очень существенно!) 
вместе с нарисованными на них 

траектор11ями; вторая из указанных 
t:J 

точек зрения приводит к склеи1<ам 

'1(Soz) из многоугольников {Q(<p)} различ­
ного рода вспомогательных поверх" 

u 

ностеи, что и делалось нами ранее. 

Рис. 25.З Заметим, что если Q - невыпуклый 
многоугольник, то даже прикладыва­

ние к Q(<p1) од но го экземпляра приводит к перекрытиям 
(и к рассмотрению многолистных поверхностей) . 

3 а д а ч а 25.1. Для каких многоугольников Q ска­
чущие траектории, начинающиеся в каком-то из экземпля­

ров Q(cp1), после всевозможных перес1<акиваний побыва1от 
только в к о не ч н о м наборе многоугольников Q (<р1), 
Q(<p 2), ••• , Q(<p N) и не попадут ни на один из других экзем" 
пляров Q(<p)? (Такие многоугольники для краткости будем 
называть имеющими конечный тип. В этом и только в этом 
случае можно надеяться, что после указанных выше склеек 

получится какая-нибудь «конечная» поверхность, а скачу· 

l щий поток приведет к обмотке этой 

А 

поверхности.) 
~~-7-.L.-.-rp' Чтобы решить сформулированную 

в 

Рис. 25.4 

задачу, напишем формулу для закона 
11 

перес1{акивания (или закона склеи-
ки). 

3 а д а ч а 25.2. Пусть скачущая 
траектория из экземпляра Q(<p) пере· 
скакивает в экземпляр Q(<p') через 
сторону KL, образующую с выбран-
ным направлением АВ (от которого 

отсчитываются углы <р) угол а. Выразить <р' через <р и а. 
Р е ш е н и е. Согласно определению скачущих траек­

торий, задачу можно сформулировать так: бильярдный шар, 
двигаясь под углоrv1 <р к направлению АВ, ударяется о сто ... 
рану KL, образующую с А В угол а; найти угол <р' l\fеждУ 
направлением движения шара после удара и стороной АВ. 
Из рис. 25.4 ясно, что <р' +1'=а, <р=~+а . Из за1<она уп ... 
ругого отра}1<ения В=1', поэтому <р'=а-у=а-~=а-
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-(~-a)=2a-q>. Нужная формула получена~ 

q>
1

==2а-~. (1) 

3 а д а ч а 25.3. Обознач11м стороны многоугольника Q 
буквами йi=АВ, й2, аз, •.. , йп; пусть a h - угол между 
стороной ah и направлением АВ (в частности, а1=0). До­
пустим, что все числа а1, ... , Gtn соизмеримы сп, т" е. имеюr 

вид a1t= (1n1tlnh)n. Доказать, что в этом случае многоуголь­
ник Q имеет конечный тип (см. задачу 25.1). 

Р е ш е н и е. Приведем дроби m1tln1t к наименьшему 
общему знаменателю N - запишем ak в виде a1t = (r1tf N)n. 
Докажем, что скачущие траектории, начинающиеся в мно­
гоугольни1<е Q(cp0), после л ю б о r о числа перескакива­
ний оказываются в одном из многоугольников Q(<p), где 
ср имеет вид 

q> = qJ~=±ч>o+; 2:rt, m=O, 1, 2, ••• , N - 1. (2) 

Очевидноt cp=q>0 имеет такой -вид. Поэтому достаточно дока-
u 

зать, что есл11 ср lfмеет указанныи вид и из многоугольника 

Q(<p) траектория перескакивает в Q(cp'), то и ср' имеет такой 
же вид. Допустим, что перескакивание происходит через 
сторону й1t. Согласно формуле (1) 

, 2 2 'h q: = ak-<p= ·лтn-q>. 

± т 2 Если fP=fPm = ±q>o+лr n, то 

, r/l 2 { + т 2 ) + Fk- m 2 =F <р =у n- ±fPo N n = =F<po N 1t=fPr11-m • 

т. е. «р' :имеет опять такой же в:ид. Утверждение доказано. 

З а д 8 ч 8 25.4. Доказать, что nредположенне задачи 25.З 
(все ~глы alt соизмеримы с n) выполнено тогда и только тоrд8, 
когда все ~глы многоугольника Q соизмеримы с п. 

Многоугольники Q, все углы которых соизмеримы с п, 
я краткости мы называем рациональным1.1.. Эти много­

угольники, как до1<азано, относятся к конечно.лtу типу, и 

только для них бильярд может быть сведен к обмотке соот­
тствующей поверхности. Построение этой поверхност11 мы 

сейчас и опишем . 
Приведем все числа ah из задачи 25.3 к наименьшему об-

щему знаменателю N, как в решении этой задачи, и рас" 
смотри:м 2N экземпляров п-угольника Q=Q (ер~), где q>~ оп­
ределены формулами (2). Согласно задаче 25.3, мноrоуголь-
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11ики этого набора при определенной бильярдом в много­
угольнике Q сt<Лейке при1(леиваются друг к другу: n· 2N 
сторон этих многоугольников разбиваются на пары в соот-

... 
ветствии с законом Сl(Леики, и эти пары сторон подклеи-

ваются друг к другу. Конечно, частично склейку можно 
произвести, прикладывая (без перекрытий) многоуголь­
ники Q ( <р~) друг к другу на плоскости - при этом получает" -
ся большой многоугольн1Iк Q на плоскости, который мы 
ранее называли фундаментальным. Для окончательной 
склейки следует считать фундаментальный многоугольник 
1-1 многоугольники Q ( <р~) эластичными. 

Т е о р е м а 1. В результате описанной склейки .J~ttного­
угольников {Q(<p;)} получится замкнутая ориентuруеАtая 
поверхность SQ, вид которой однозначно определяется на­
бором углов а1, •.. , ап, или же наборо1.-t углов .лtногоуголь­
ника Q. 

На доказательстве этой теоремы мы останавливаться не 
будем; оно вытекает из общей теоремы § 23 о склейке 
поверхностей из многоугольников и рассуждений § 24. 

Из определен11я склеек следует, что скачущие траекто­
рии на поверхности SQ будут непрерывным~~,, и поток этих 
траекторий дает об.лtотку SQ (возможно, с особыми точками). 
Поверхность SQ является кренделем S (р) некоторого рода р, 
т. е. сферой с р ручками (см. § 23). 

Можно показать, что поверхности SQ из теоремы 1 не могут 
быть сферами (т. е. SQ*S (О)), а торами (SQ=S (1)) они являются 
пишъ тогда, когда Q принадлежит к одному из перечисленных в тео­
реме 1 из § 22 торических типов. (Это следует из упоминавшейся 
в § 8 теоремы Пуанкаре «о ветрах» на поверхностях.) Отсюда вы­
текает, что для системы двух упругих шаров на отрезке (см. § 13) 
их движение СБОдится к потокам на инвариантных торах только при 
соотношениях масс m1=m2 " т2=Зт1 и m1=3m2, в случае же когда 

~гоп а= arctg V т1/т2 с о измерим с п (см.§ 14), система шаров 
пмеет две не меняющиеся со временем функции, два так назыБае:мых 

первых интеграла:· интеграл энергии Н = J./ 2m1v~+ J./ 2m2v~ и ин­
теграл F (q>)= 1 ер J mod (2n/ N) (определенный в решении задачи 
25.З), и сводится к потокам на инвариантных кренделях рода р~2. 

Итак, мы установили, что для рациональных много­
угольников изучение бильярда можно свести к изучению 
обмоток кренделей. 
П р и м е р ы. Проделаем описанную процедуру для 

некоторых рациональных многоугольников. частью уя<е 
исследованных ранее. 

А. Q - прямоугольник. Тогда а1=аа=О, a2=a4=nl2, 
общий знаменатель дробей N =2, и для склейки SQ нужно 
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взять 2N==4 экземпляра Q(<p)-- с q>=±<po и q>=n±q>0 • «Но­
вая» склейка, конечно, дает то же, что и раньше, в § 9,­
тор. 

Б. Q - ["образный 6-угольник (рис. 25.5). Здесь а1 == 
=aa:=:as=O, a2=a4==a 6== nl2, N=2, и SQ получается из 
2N=4 экземпляров Q(<p) - с <р==±<ро и <p===3t±cp0 • На плос" 
кости сразу нарисуем фундаментальный многоугольник Q, 
имеющий форму рамы; склеиваемые стороны обозначены 

05 а 

а, 
ь 

А 

с 
114 Гli ~ 

d d 
03 

с 

а 

Рис. 25.5 

одинаковыми буквами. После склейки сторон внешнего кон" 
тура получается тор с прямоугольным вырезом; «оттянув» 

u 

этот вырез, отрежем кусок тора по кривои т и склеим 

пары стороне и d - получим тор с дыр1<ой т, края которой 
v 

нужно приклеить к краям такои же дырки на исходном торе. 

В итоге получим крендель S (2). Соответствующая обмотка 
имеет ровно одну особую точку - мулыписедло типа 3, 

v 

получающееся при склеике вер-

шин внутреннего контура рам--
ки Q. 

3 а д а ч а 25.5. Постройте по­
верхности SQ для многоугольников 
Q, имеющих форму букв П, О, Т 
(рис, 25 .6). 
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Рис. 25.6 

В. Q - равносторонний треугольник. Для него а1=О1 
a 2=2nl3, a 3=nl3; N=З и SQ склеивается из 2N=6 ЭК· 
земпляров Q (rp) - дпя rр::;::±ч>о, 2п/З±q>о. 4n/3±q>o. 
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Г. Q - правильный 6-угольник. Здесь ai ~а4=0, а2-. 
=a5=nl3, a 3=a8=2n/3; N=З, SQ склеивается из 2N=6 
шестиугольников Q(~), где <р==±~о, 23t/3±~o, 4п/З±<р0 • 

Д. Q - прямоугольный треугольник с углами n '8 и 3 :л/8 
Для него ai=O, a2=n/2, as==n 18; N==8 и SQ склеиваете~ 
из 2N=16 треугольников Q((fl), с ~=±<ро+ (т/8)2л, где 
tn === О, 1, 2, . . , 7 . 

Е. Q - прямоугольный 1п.реугольник с углами n/5 и 
Зл 10. Для него а1 ==0 a2 == n l2; as==n/5; N= lO и SQ склеи­
вается из 20 экземпляров Q(~)t с ~=±ср0+ (т/ 1 0)2п, где 
1п ~О, 1, 2, . . . , 9. 

Перейдем теперь к ответу на в тор о й вопрос: какие 
выводы позволяет сделать сведение бильярдов в рациональ­
ны.х л-tногоугольника..1с к обл-tопzкал-t кренделей? В отличие от 
обмоток торов, обмотки кренделей - значительно более 
сложный объект, и если обl\tотк11 тора были полностью ис­
следованы в § 8 с помощью теоремы Якоби о поворотах ок­
ружности, то аналогичный анализ обмоток кренделей дале­
ко не так прост. Мы лишь сформулируем теорему о бильяр­
дах в рациональных многоугольниках, доказываеl\·tую с 

по~~ощью рассмотрения обмоток кренделей. 
Направления траекторий бильярда в любом рациональ­

ном многоугольнике Q можно разделить на два класса, ко­
торые мы назовем «плохими» и «хорошими». (Определение 
этих классов направлений приведено ниже") 

Те о р е м а 2. Любая траектория, идущая в «хорошем» 
направлении, всюду плотно заполняет л-tногоугольник Q 
(либо попадет в вершину Q, и тогда ее продолжение в обрат­
ную сторону всюду плотно заполняет Q) - это свойство 
не зависит от начального положения бильярдного шара. Сре· 
ди траекторий, идущ~iх в «пло.хиХ>> направлениях, л-tо2ут 
вс1пречаться периодические траектории. Наконец, хороших 
направлений <Gначительно больше», чем «плохи»> ( .1иножество 
«плохи.х» направлений л-tожно занумеровать натуральными 
числал,tи). 

Приведеl\f построение, с помощью которого определяют­
ся «Плохие» направления. 

Зафиксируем положение AiA 2 •• • An многоугольника Q 
на плоскости, и разрешим «перекатывать» многоугольник Q 
из своего первоначального положения последовательными 
отражениями (переворачиваниями) относите.Jiьно его сто· 
рон (в произвольной последовательности), и отметим на 
плоскости в се точки Bi, 8 2 , ••• , в которые могут попасть 
вершины многоугольника Q. (Множество этих точек !?В=) 
== {Bit 82, ... }, разумеется, бесконечно, однако счетно. 
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«Плохим11» направлениями называются направления все­
воз:rv1ожных лучей вида Al:!B1i, где Ah - любая вершина 
многоугольника Q в исходном положении, В l - произ­
вольная точка множества :В. Остальные направления на­
зываются «хорошими». В следующем параграфе будет при­
веден пример бильярдной траектории, идущей в «плохом» 

u 

направлении, н не периодическои. 

3 а д а ч а 25.6. Доказать, что для произвольного многоуголь­
ника Q (даже иррационального) есть хотя бы о ио «хорошее» на­
правление. 

3 а д а ч а 25.7. Построить ножество cfiJ для торических :мно­
rоугольииков и проверить , что теоре а 2 для них выполнена. 

3 а д а ч а 25.8. Построить множество &:J для правильного 
6-угольиика; для porv1бa с углом n/З (и для параллелограмма с та­
ким же углом). 

3 а д а ч а 25.9*. Доказать, что для правильных n-угольников 
при n=/= З, 4 и 6 множество cta всюду плотно на плоскости, т. е. в 
Jiюбом круге произвольного радиуса е найдется хотя бы одна точка 

r 

sтoro множества. 

Реш е н и е. Достаточно доказать, что множество oJft ц е и т­
р о в многоугольников всюду плотно. Если правильный n-уголь­
ник Q перекатить через свои стороны ч е т и о е число раз, то 
стороны получеииого n-угольника Q' будут параллельны сторонам 
исходного, так что Q' получается из Q параллельным переносом. 
Докажем две лемl\1Ы. 

Л е м м а 1" Если три вершины А, В, С параллелогра"~ма 
принадлежат множеству o;ft. то и четвертая его верtиина D также 
принадлежит множеству o;ft. 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из того, что мы сможем 
пройти из точки С в точку D, осуществляя те же параллельные 
переносы многоугольника, что и при переходе из точки В в точку А . 

Л е м м а 2. Множество o;ft переходит в себя при повороте на 
угол 2л/ п вокруг любой из его точек. 

До к а з а т е л ь с т в о. Построим цепочку n-угольников, при­
мыкающих друг к другу по стороне и «соедпняющих» иаш п-уголь­

ник Q с центром в точке О с n-угольнпком с центром в любой дру-
1~ой точке А множества clt. При повороте на угол 2л/п вокруг точки 
О эта u очка многоугольников переходит в друrую цепочку. coe-

u 
диня1ощую исходныи мноrаугольиик с многоуrольнпком, центром 

которого является точка А' 11 полученная из А тем же поворотом~ 
Следовательно. точка А' также принадлежит множеству oJlt и леl\1м а 2 
доказана. 

Мы хотим доказать, что множество a!ft всюду плотно на 
плоскости, в частности, что в нем найдутся сколь угодно близкие 
точкtt. 

Предположим, что это не та1<, т. е. предположпм, что все рас 
стояипя между точками: м ножества a!t больше нек торо положи­
тельного числа d. Оrсюда и из лем:мы 1 следует, что ~ - р е ш е т­
к а 1 т. е. точки и ест а a!ft - это точки пересечения двух се­
мейств параллельных прямых, разрезающих плоскость на одп ­
наковые параллелоrрам:мы (докажите то сами). Но из леl\1мы 2 
следует, что эта решетка переходит в себя при повороте на yгo"fJ 2л/n. 
Из этого немедленно следует, что существует правильный п-уголь-
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ник с вер ~иинами в ее узлах. Докажем, что тогда п может быть равно 
т лько З , 4 и 6 - это будет противоречить условию задачи и тем 
самЫ:\1 опровергать иаше предположение, что м ножество йlft ие всюду 
плотно" 

Числа п=З, 4 и 6 подходят. Если п=5, то, проведя в правиль­
ном 5-угольнике с вершинами в узлах решетки a!lt в с е диаго-­
нали, получим, что 5 их точек пересечения также принадлежат 
решетке (как четвертые вершины параллелограммов, три из ко­
торых - узлы решетки). В получеиноl\1 меhьШеJ\·i 5-уголыrике, 
подобном исходному, опять проведем все ди агонали - получим 
меньший подобный 5-угольник с вершинам и в узлах и т. д. В конце 
концов сторона пятнугольника станет меньше мпнимальиого рас­

("rояния между узлами решетки, и в этот момент возникнет про­

тиворечие. 

Если >ке n>-7, то все отрезки, соединяющие центр О 11-уголь­
ника с его вершинами, параллельно перенесем в узел решетки; 

чтобы точка О совпала с этим узлом. Вторые концы этих отрезков 
будут такж~ ле>кать в узлах решетки olt по лемме 1. Проделав зто 
построение нужное число раз, придем к тому, что возникнет п­

Угольник с вершинами в узлах. все стороны которого меньше ми­

нимального расстояния между узлами решетки aJ!!, - противо­
JJСчие. Задача 25.9 решена. 

Оказывается, мно11<ество :JЗ, построенное выше по мно­
гоугольнику Q, «почти для всех» IVtногоугольников Q (нa­
npиIVtep, для иррациональнь~х многоугольников) всюду плот· 
но на плоскости! Попробуйте это доказать. 

3 ад а ч а 25.10. Докажите, что для почти всех начальны.и 
положений двух упругих точечных шаров на отрезке [О, а}, массы 
которых относятся как 1 : (З+ 2f2)t множество точе1< их столк­
новений друг с другом вс1оду плотно иа отрезке [О, а] . 

Р е ш е н и е. Движение шаров эквивалентно бильярду в 
прямоугольном треугольнике Q с углом л/8, поскольку (см, § 14) 

~- 1 _ =з-2 V2 ;=(V2 - 1)2 = 
т 2 з+2 V2 

=(1 - соs(л/4)) 2==( 2sin2 (зt/8) )=tg2 !:. 
s1n (n/4) 2 sin (зt/8) cos (л/8) 8 

Выбрав для бильярдной частицы в треугольнике Q «хорошее» 
направление, получим в нем, по теореме 2, вс1оду плотную биль· 
ярдную траекторию. Точки излома траектории, ле>J{ащие на ги­
потенузе, всюду плотно ее заполняют. Но эти точки и отвечают 
точкаы столкновений шаров на отрезке [О, а], что н требовалось 
доказать. 

Теорема 2 для торических многоугольников была дока· 
зана в части 11; для остальных рациональных многоуголь­
ников (даже для правильного 6-уrольника) элементарное 
ее доказательство в настоящее время :неизвестно. 

Про бильярды в многоугольниках, хотя бы один угол 
которых нecouзhtepu.At с п, известно совсем немного. l(a1< фи· 
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зики, так и математики уверены в справедливости следую­
щих утверждений. 

Г и п о т е з а 1. Если хотя бы один угол л-tногоуголь­
ника Q несоизмерил-t с n, то «типичная» траектория би­
льярда в Q всюду плотно заполняет л-tногоугольник Q. 

Г и п о т е з а 11. Более того, типичная 1rzраектория 
бильярда про.ходит («рано или поздно>>) сколь угодно близ­
ко к любой наперед заданной точке А,tногоугольнtiка Q под 
направлениел-t, сколь угодно близки.А~ к любоА,tу наперед за­
даннол-tу направлению в этой точке. (Как следует из задачи 

Рис. 25.7 

25.3, утверждение гипотезы 11 в случае рациональных мно­
гоугольников несправедливо. С другой стороны, теорема 2-
это утверждение гипотезы 1 для рациональных многоуголь­
ников. Слова «типичная траектория» имеют смысл выбран· 
ная наугаJ траектория). 

Недавно математики С. Кирчкоф, Г. 1'\азур и Дж. Смай­
ли доказали, что для бесконечного Аtножества «иррациональ" 
ных» л-tногоугольников гипотеза 11 справедлива *). Однако 
для произвольного иррационального многоугольника Q она 
пока не доказана. (Здесь уместно отметить, что гипотеза 11 
доказана для бильярда в так называемых «вогнутых» мно­
гоугольниках - в области Q, ограниченных дугами кри" 
вых, выпуклыми внутрь Q (эти бильярды носят названия 
«бильярдов Синая»; см. Заключение); она также доказана 
для бильярда в прямоугольнике с вырезанным из него кру­
гом (рис. 25.7). Обе упомянутые теоремы очень сложны и не 
эле~1ентарны.) Для бильярдов в иррациональных много-

•) Эти авторы доказали также, что для «почти всех» поверх­
ностей SQ, где Q - рациональный многоугольник, бильярдный по­
ток на них эргодичен. Используя их результат, А. М. Степин и 
Ф. Эрдмаи доказали. что для «массивного» множества прямоуголь­
ных треугольников (так называемого «всюду плотного множества 
вrорой категории») бильярд эргоднчен; тем самым для механической 
<системы «два упругих шара на отрезке» эргодичность является «ти-

" пичным~ своиством. 
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угольниках по:ка что неизвестно доказательство даже тако­

го «ослабления» гипотезы 1: 
Г и п о т е з а О. В произвольном АtногоугольнL~ке Q су" 

ществует хотя бы одна траектория, вс1оду плотно оопо.л­
няющая Q. 

Доказано пока только следующее утверждение, при" 
надлежащее К. Болдриrини, Ф. Маркетти и М. Кину: mL~­
пичная бильярдная траектория в проuзвольнолt многоуголь" 
нuке сколь угодно близко подходиtп хотя бы к одной из его 
верШllН (причеIVt это доказательство опять-таки не эле­
ментарно). 

В пользу этих гипотез, выдвинутых на основе «общих 
физических соображений», говорят только результаты чис­
ленных экспериментов на ЭВМ. (В этих э1<спериментах для 
простоты рассматриваются бильярды в прямоугольных тре­
угольниках, отвечающих систе1-1е двух шаров на отрезке.) 

В заключение отметим два весьма интересных и краси­
вых направления, в которых можно развивать изложенные 

здесь 1'.1етоды и идеи. Первое - это бильярды в многогра1f­
никах, второе - бильярды в сферических многоугольни­
I<ах (т. е. в многоугольниках на сфере, ограниченных ду­
гами больших кругов; бильярдный шар в этом случае дви­
жется по дугам больших кругов и отражается от сторон no 
закону «угол падения равен углу отражения)).- см. геомет­

рическое доказательство утверждения в § 17). 
3 ад а ч а 25.l I *. Пусть Q - мяоrогранник. Ввести (опре­

делить) «скачущие 1раекторни» и решить задачу 25. l для этоrо 
случая. 

§ 26. Может ли непериодическая траектория 
в выпуклом многоугольнике 

не быть нсюду плотной в нем? 

П о п о ж и т е л ь н о м у ответу на выне­
сенный в заголовок вопрос будет посвящен весь настоящий 
параграф. Более тоrо, оказывается, что непериодические и 
не всюду плотные траектор ии бывают уже в рациональных 
многоугольниках. Из теоремы 2 § 25 немедленно следует, 
что все такие траектории идут в «плохих» направлениях, 

и псэтому не являются типичны~tи. Однако сама возмож­
ность существования этих траекторий говорит о гораздо 
большей сложности стру1<туры обмото1< инвариантных 
кренделей, чем обмаrок торов, которые либо периодические, 
л11бо всюду плотны" 

Точный ответ на поставленный вопрос заключен в еле· 
дующей теореме. 
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Т е о р е м а 1. Для любого п на плоскости cytt{ecmвye1n 
(JЬlnуклый п-угольник Q, в которол-t найдется непериодиче­
ская и не всюду плотflая бильярдная траектория 1'· 

Докажем мы эту теорему конструктивно - для каждого 
п предъявим n-угольник и бильярдную траекторию в нем, 
которая будет обладать указанным свойством. Опишем план 
доказательства. Мы рассмотрим только случай п~4, а 
случай треугольника (п==З), как существенно более слоLn.­
ный, затронем в конце параграфа. 

1 

/. в· .. 
" 

1 

. с 

с' 
А. .. 

• ~ 

~ 

в' 
l ' 

А ' 
n=4 

а 

Рис. 26.1 

Сначала будет построен специальный выпуклый шеспzи­
угольник АВСА 'В' С', в котором мы укажем бильярдную 
траекторию, всюду плотно его заполняющую, причем би ­

льярдный шар н и р а з у не отразится от сторон АВ и 
А'В' . Затем, продолжая пары сторон АС', ВС и В'С', 
А'С до их пересечения в точках L и L', получим чепzырех­
угольник LCL'C1

, в котором указанная бильярдная траек­
тория ни разу не попадет в окрестности ABL и А' В' L' вер­
шин L и L' (рис . 26.1, а). Тем самым теорема будет доказана 
для п ==4. Для п==5, 6, 7, ... , ... доказательство получа­
ется просто из случая n==4: достаточно обрезать светлые 
уголки у четырехугольника LCL'C', как мы получим мно 
rоугольник с нужным числом сторон, а бильярдная траек­
тория в нем (например в 9-угольнике на рис. 25.1, б) по­
пре)кнему будет всюду плотно заполнять шестиугольник 
АВС ... 4' В 'С' и не будет заходить в обрезанные окрестности 
вершин L и L'. 

Приступим к построению искомого шестиугольника 
АВСА 'В'С' и нужной нам бильярдной траектории. Шести­
угольник АВСА ' В'С' будет удовлетворять следующим ус­
ловиям: 

1°. Он центрально·сиАt!ftетричен: ABJJA'B', AC'JIA'C и 
BCI JB'C' (рис . 26.2; стороны АВ и А' В' считаем верти­
кальными); 

23
• Угол при вершине А равен n'2+a, угол при вер~иине 

В paвefl п!2+~, где О<а, IJ<п/2, причем 
ctg 2et > tg 13, ctg 2/J > tg а (1) 
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(условия (1) возникнут сами собой, когда l\1Ы в дальнейшем 
станем исследовать бильярдную траекторию); 

3°. Перпендикуляр к стороне А С' в точке А являеtпся одt-lо­
вре.!l'tенно биссектрисой угла LBAC, а перпендикуляр к сто­
роне ВС является одновре_л,tенно биссектрисой угла LABC' 
(рис. 26.2). 

Приведем геометрическое построение шестиугольника с 
такими свойствами. Зафиксируем острые углы а и ~-

а) Проведем через конец А отрезка АВ прямую АС под 
углом 2а , а через конец В - прямую ВС' под углом 2~ 

(рис. 26.2). Обе прямые АС и ВС' пе-
с' 

l' 
построение 

шестиuголы111ка 

Рис. 26.2 

t.1 

ресекутся в некоторои точке, посколь-

ку 2a.+2(3<n. 
б) Проведем биссектрисы углов 

LBAC и LABC'. 
А' в) К первой биссе1<трисе проведем 

, через точн:у А перпендикуляр АС' и 
I{O второй биссектрисе - перпенди­
куляр ВС. Точн:и С' и С получаются 
как точ1<и пересечения проведенных 

перпендикуляров к биссектрисам с 
прямыми ВС' и АС. В резуJ1ьтате по­

лучится фигура, затемненная на рис. 26.2. 
г) Осталось провести прямые С' В' J1 ВС и СА' 11 АС' 

и отложить на них отрезки С'В'==-ВС 11 СА'=АС', а затем 
соединить отрезком точки А' и В'. 

Нетрудно видеть, что построенный шестиугольник 
АВСА 'В'С' будет центрально-симметричным (требование 1°) 
и удовлетворять требованиям 2° и 3°. 

Объясним «бильярдный» смысл условия 3°. Допустим, 
что мы послали точечный бпльярдный шар из точки В в 
точ1'у А вдоль стороны ВА, забыв на вре}tЯ, что А и В~ 
вершины. Тогда шар отр азится от пря~1ой АС'. и пойдет no 
пря!\1ой АС в вершину С. Точно та1< же, если шар движется 

u 

из Рершины А в вершину В, то он, отразившись от прямоп 
ВС, попадет в вершину С'. Таки!\Jt образом, ВАС и АБС' -
двухзвенные «предельные» бильярдные траеI{Тории, вооб­
ще-то исключаемые нами из рассмотрения (мы договорились 
в прошлых параграфах считать попавший в вершину угла 
шар застрявшим в ней), но играющие важную роль при до­
казательстве. Тем же свойством облада1от двухзвенные би­
льярдные траектории А'В'С и В'А'С' (рис. 26.3), когда ~ар 
дВИ)l(ется из вершины в вершину вдоль стороны А В · 

Пусть теперь бильярдный шар расположен в не1<оторой 
точ1<е Х внутри шестиугольника АВСА 'В' С'. Запустим его 
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со скоростью, по модулю равной 1, параллель 10 стороне 
АВ вверх. Докажем, что при некоторо"и выборе 11глов а и ~ 
вся бильярдная траектория движения шара всюду плотно 
заполнит шестиугольник А ВС А' В' С'. 

Рассмотрим для доказательства пучо1< отрезксв внутри 
шестиугольника, параллельных стороне АВ, концы кото­
рых принадлежат границе шестиугольника. Наш шар дви­

жется вверх вдоль одного из этих отрезков MN. После пер­
вого отражения от стороны шестиугольника (АС' на 

рис. 26.3) он движется по отрезку N М' параллельно диа-
гонали АС и, отразившись в точ1<е , 
М' от противоположной стороны СА', с 
начинает двигаться вверх по другоА1:У 

отрезку из пучка параллельных: 

с 

п' 

м' 

М 'N' 11 А В (это происходит вследст­
вие свойства 3° шестиугольника 
АВСА 'В'С'). Следовательно, можно 
рассмотреть б~tльярдное преобразова­
ние пучка параллельных отрезков, 

переводящее отрезок М N в отрезок 
/\1 ' N', т. е. одно верти1<альное звено 

"' Пуцок mpae mO/}l/Ц 

Рис. 26.3 

бильярдной траектории - в следующее вертикальное звено 
этой же траектор ии, а сам пучо1< - в себя (р ис. 26.3). А как 
ведут себя наклонные звенья траектории , параллельные 
либо диагонали АС, либо диагонали ВС'? Очень просто: еслИ 
шар отразился от одной из сторон А С' илн СА', то наклонное 
звено будет идти параллельно диагонали АС; ее.п и }1\е шар 
отразился от стороны ВС или симметричной ей В'С' -
то параллельно диагонали ВС'. 

Это дает ifaм ВОЗ1't1:0ЖНОСТЬ по абсциссе )( TOЧI<II х' в ко-
u u 

торои находится шар, движущиися вертикально вЕерх, оп-

)еделить абсциссу f (х) точки, в которой 01<ажется шар, ког­
да будет двигаться по следующему вертикальноJ1.1у звену 
своей траектории. Поместим непосредственно под шести­
угольником горизонтальный отрезок (0, 1], от~w1етив его 
1\онuы числами О и 1 (О - это проекция стороны АВ, 1 -
прое1<ция А' В' на отрезок), и спроектируем весь пучок вер­
тnкальных отрезков на этот отрезок. В результате проек-

u 

ции каждое звено пучка переидет в о д н у точ1<у, а весь 

учо1< - целиком в отрезок (0, 1]. Под деf1ствиеl\1 бильярд­
ного преобразования каждое вертикальное звено бильярд­
ной траектории переходит в следующее вертикальное звено, 

" следовательно проекция х этого звена переидет в проекцию 

f (х) второго вертикального звена. Как по числу х выr1ислить 
число f (х)? 
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Для ответа на этот вопрос естественно весь пучок парал" 
~ 

лельных отрезков разделить на два: левыи - от стороны АВ 

11.0 вертикальной прямой l, проходящей через вершину С' 
шестиугольника , и праВЬ1,й - от пря~1ой l до стороны А' В' 
(рис. 26.4). Левый пучок спроектируется на отрезок [О, а), 
а правый - на отрезок [а, 1]. 

Точка О - левый конец отрезка [О, 1] - под действием 
f переходит в точку f (О), которая есть проекrrия на [О, 1) 
вертикального звена, прохо- 'l:J 

дящего через вершину С (в это -~ 0.-..:;т;~а~-----i 
звено переходит сторона АВ ~ 
под действием бильярдного ~ 

~ 
, с" ~ 

1 

~ О "····· '·· ·· ······;.··2а 1- ' ~ f 

0=1 

. 
IJ х 11-а !/ .xt-(1-a) 1 т(т(т(J&JJJ=~+~ь 

Рис. 26.4 Рис. 26"5 

преобразования), а точка а - проекция вертикального 
звена C'D' (рис" 26.4) - в точку f (a)=l (в проекци10 сто­
роны А'В' на отрезо1< [О, 1], т. е. в его правый конец). Не­
трудно сообразить, используя равенство противоположных 
сторон параллелограмма, что, поскольку точка а смести· 

лась вправо на 1 - at то и в с е точки отрезка [О, а] под дей­
ствием преобразования f сместятся вправо на 1-а, т. е. 
f (O) = 1 -а, и вообще f (х)=х + (1-а) при О ~х ~а. 

Если же вертикальное звено принадле)l<ИТ правому пуч­
ку и проектируется в точку у на отрез1<е [а, 1], то аналоr11ч· 
ные рассуждения показывают, что под действием бильярд­
ного преобразования оно перейдет в звено, проектирую­
щееся в точку у-а Е [О, 1], т. е. f (у)= у-а при а ~у~ 1. 

Наглядно действие преобразования f отреЗка [О, 1) со­
стоит в пере~tене местами отрезков 10, а] и [а, 1 ), или, по­
другому, в перекладывании этих отрезков (рис. 26.5)" Вве­
дем обозначение Ь= 1 - а. ~\ы получили, что 

J х+Ь при хЕ[О, а]; 
f (х)=\ х-а при хЕ[а, l]. 

(1) 

и 

Если свернуть отрезок [О, 1) в ОI<ружность S 1 един11чИОll 
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длины, то выписанная двойная формула для f превратится 
в одинарную: 

(2) 
Деi'1ств11тельно, при О ~х ~а эта форl\tула совпадает с ис­
ходной, а при х;;::: а точка f (х) = х - а= (х + Ь) - 1 на 
окружности 5 1 совпадает с точкой х+ь (так как длина 
окружности равна 1). 

Таки11 образом, 11ерекладыеание f двух отрезков эквива­
лентно 11овороту окружности 5 1 на угол Ь== l-a. Поэтому 
можно воспользоваться теоремой Якоби из§ 2 и сформули­
ровать следующее 

У тв ер ж де ни е. Перекладывание f двух отрезков 
[О, а] и [а, 1 J является либо 11ериодическu.Jt - 11ри рациональ­
ном а, либо вс1оду 11лоп1ным - при иррациональном а: тра­
екпzория любой точки х Е [О, 1] (последовательность f (х), 
f (f(x)), f (f U (х))), ... ) либо пери- с' 
одическая, либо всюду 11лотно 
за11олняет отрезок [О, 1]. в' 

Из этого утверждения выте- А ~-,..-
кает, что при рациональном а 

бильярдная траектория в шес­
тиугольнике АВСА 'В'С' 11ерио­
дическая (замкнутая), а при ир-
рациональном а всюду плотно 1 1 
заполняет весь шестиугольник. О f 
Нам оста~11ось поэтому лишь по- Рис. 26"6 
добрать такой шестиугольник, 
чтобы для него число а было иррациональньш. Зафикс:и­
руем длину стороны АВ (с фиксирования отрезка АВ мы 
начали построение шестиугольника АВСА 'В'С') и выразим 
числа а и b=l -a через АВ и уrл.ы а и р. Обратимся к 
рис. 26.6. 

Из прямоугольного ЛАМС' получаем С' М=АМХ 
Xtg а =a tg а, а из прямоугольного ЛВС'N - C'N= 
= BN· tg(:rc/2-2P)=a ctg 2р. Поскольку, с одной стороны, 
MN=C'N-C' M=a (ctg 2p-tg а), а с другой- MN=A.B, 
находIIМ АВ=а (ctg 2p-tg а) и 

АВ 
а= ctg 2~-tg а· (З) 

Аналогичным образом можно получить формулу для h: 

Ь = ctg 2:~tg fJ • (4) 

Положительность ч1Iсел а и Ь эквивалентна выполнению ус­
ловия 2°, накладываемому на шестиугольник. 
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Поскольку отрезок АВ фиксирован, а функции ctg 2р 
и tg а непрерывны, можно непрерывным изменением угпов 
а и ~ добиться тоrо, чтобы отношение АВ! (ctg 2(}- tg а) 
стало иррациональным (это отношение иррационально 
для 11оч1пи всех а и~ из интервала (О, л/2))" Итак, для по­
чти всех шестиугольников число а=== а (а, ~) иррацио­
нально. 

Следовательно, для noчrriu всех шестиугольников, уд08" 
летворяющих условиям 1°, 2°, 3°, указанная бильярдная тра­
екrrюрuя всюду 11лотна в них, что и требовалось доказать. 

Такиl\-1 образом, для п = 4 и для п > 4 теорема доказана. 
Для п = 3 теореl'лу доказывать не будем; отrv1етим толькоt 

что существует равнобедренный треуrольник с очень тупыt.1 
углом при вершине, в котором специальным образом (очень 
хитры:rv1 ! ) построенная бильярдная траектория всюду плот­
но заполняет лишь некоторую ero часть" Доказательство в 
случае 11=3 опять сводится к рассмотрению перекладывания 
двух отрезков, возникающего при специальных симметрич­

ных отражениях треуrольника относительно его сторон. 

Следствие!\.1 теоремы 1 для 11 = 3 служит теорема 3 из 
§ 14. Действительно, для «газа» из двух точечных молекул 
на отрез1\:е конфигурационным пространством является пря­
моуголы-1ый треуrольник, а если отношение масс rv1олекул 

u 

очень велико, то острыи угол этого треугольника очень мал. 

Отражая тре)1гольник относительно катета, лежащего про­
тив этого угла, получаем равнобедренный треугольник с 
очень тупым уrлом (близки!\~ к п) при вершине" Неперио­
дическая, но и не всюду плотная траектория в этом тре­

угольнике заполняет всюду плопzно конечное число отрезков 
на гипотенузе исходного треугольника, что и доказывает 

тeopel\iy 3 из § 14. 
Форl\~улы (3) и (4) для вычисления а позволяют постро­

ить к о н к р е т н ы е п-угольники, в которых указанная 

бильярдная траектория всюду плотно заполняет лишь не­
которую часть. Можно даже построить р а ц и о н а л ь­
н ы е :rv1ногоугольники с эTIIl\I свойством. Построиl\1 сначала 
шестиугольник АВСА'В'С', для котороrо а=л/12, ~= 
=п/6 - углы при ero вершинах А, В, С равны 7n/12, 2n/3 
и Зп/4 соответственно. Заметим, что нам в действительности 
достаточно проверить , чтоотношениеh(а, ~)==alb=al(l -a) 
иррационально (объясните cal\IИ, почему); чIIсло а/Ь уже не 
зависит от длины отрезка АВ" Вычисляем: · 

( n n) а (V- 1 ) r( 1 1 )- 2 +VЗ h 12· б =ь= 3 -уз 1 vз-2+УЗ - · 
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т. е. а/Ь иррационально и, значит, указанная выше бильярд" 
ная траектория в тако~1 шестиуrольни1<е всюду плотна. 

Продлевая его стороны до взаимных пересечении, ка1< на 
рис. 26.1, а, получаем параллелограмм с углами n /4 и 
Зп/4, а обрезая специальным образо11 эти углы, 1<ак на 
рис. 26.1, б, получаем другие многоуго.пьники с углами, 
соизмеримыми с n, т. е. рациональные 11ногоугольн111<и, 

обладающие требуемой б11льярдной траекторией. 
Мы знае1I (см . § 25), что бильярд в рациональных мно­

гоугольниках сводится к обмоткаl\1 кренделей. В случае 
параллелограмма с углами n/4 и 
З:rс/4 бильярд в нем сводится к об­
моткам кренделя рода р=З (сферы 
с тремя ручками), имеющего Два 
~1ультиседла одинаковых типов 

пz1=т2=З (с11. таблицу к задаче 
24.3). Проследиrv1, как на этой no· 
верхности - сфере с тремя руч1<а­
r~ли - ведет себя построенный лу­
чо1< параллельных отрезков. 

lvlы знаем, что бильярдное пре­
образование пучка параллельных 

отрезков, описанное выше, являет­

ся перекладыванием двух отрезков, 

что наглядно 11ожно изобразить в 
u u 

виде потока кривых на двоинои Рис. 26.7 
«ленте» (рис. 26. 7). 

Эта двойная лента тололоrически эквивалентна (гомео­
J\fорфна) тору Те дыркой, также показанному на рис. 26.7. 
Бильярдная трае1<тория в шестиугольнике на торе 1Г всюду 
нлотно запоJ1 няет его, омывая оба берега дырки (смыкаю­
г ихся в особых точках А и В, причем из первой во вторую 
ндут две селаратрисы): левый лучок параллельных отрез" 
ков в шестиугольнике омывает дырку на торе слева, а пра­

вый - справа. 1( этой дырке подклеивается сфера с двумя 
ручками, в которой также имеется дырка: обе поверхности 
подклеиваются края~1и своих дырок по их границам. Итак, 
11остроенная бильярдная траекпzория всюду плотно запол" 
няет одну ручку 11оверхности S (3) и не заходит на ocnza/iь" 
ньtе две ручки. 

Такая же топологическая ситуация имеет место и в об" 
щем случае для построенного р а ц и о н а л ь н о г о 

"угольника: бильярдна.я траектория заполняет всюду плот· 
1to одну из ручек поверхности S (р), отвечающеt1 а1пому 11-
угольнику (число ручек р зависит от 11u111ов мулыписедел, 
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т. е. оп! углов. 11ри вер~иинах n·угольника), и не заходи1п на 
остальные ручки. Это следует опять-таки из того, что в 
пучке параллельных отрезков происходит перекладыва" 

ние двух отрезков, т. е. имеет 11есто картина, изображен" 
ная на рис. 26. 7. 

Сформулируем в заключение две интересных, но труд" 
но доказываемых теоремы о периодических бильярдных 
траекториях в рассматривае11ом n-угольнике Q и о неперио­
дических, но и не всюду плотных траекториях в трехмерных 

мноrогранниках. 

Т е о р е м а 2. Пусть Q - п-угольник из теоремьl 1. 
Тогда для любой на11еред заданной точки в и~есnиLуголы·tике 
АВСА 'В' С' внутри Q сколь угодно близко к этой точке про­
ходит периодическая бильярдная траектория, на11равле-
ние копzорой сколь угодно мало отличается от вертикаль­
ного (11араллельного отрезку АВ). 

Можно сказать и по-другому: 
Пусть Q - 11-уrольник из теоремы 1, Х - произволь­

ная точка в шестиугольн11ке А ВСА 'В'С' внутри Q. Тогда 
бильярдный шар можно помести ть в точку М, сколь угод­
но близкую к точке Х, и запустить его под таким малым уг­
лом к вертикали (т. е. почт:и параллельно стороне АВ), 
что шарик опишет периодическую бильярдн}'Ю траекторию. 

Отметим, что при доказательстве теоремы 2 существен" 
ным сбразом используются свойства цепных дробей. И, 
наконец, 

Т е о р е м а З. В 11ространстве существует вьа~уклый 
многогранник, в копzором найдется непериодическа.я бильяр· 
дная траектория, Зllnолняющая всюду плотно трехJ.tерную 
область внутри него. 

Таким многоrранником является прямая призма Q, в 
основании которой лежит п-угольник Q из теоремы 1. Ока­
зывается, бильярдному шару можно придать такую началь­

ную скорость v, что проекция шара на основании прИ&\IЫ 
Q будет описывать всюду плотную траекторию в шести­
угольнике АВСА 'В'С' внутри Q, а его проекция на образую­
щую призмы заполняет ее всюду плотно; таким образом, 
траектория шара всюду плотно заполнит призму Q' с осно­
ванием АВСА'В'С' и той же высотой, что и призма Q. До1<а· 

cJ 

зательство этои теоремы также не элементарно. 

Прямая треугольная призма служит конфигурационным 
пространством «Газа из двух молек}'Л» - шаров масс т1 и 
т2 одинакового диаметра D, и11еющих одинаковую верти" 
кальну10 составляющую скорости,- расположенного в 
квадрате размером 1Х1 с упруго отражающими стенка~11~. 
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Рис. 26.8 

Точки столкновения этих шаров всюду плотно за11олняют 
несколько прямоугольников внутри этого квадрата 
(рис. 26 .В). Это утверждение вытекает из теоремы З § 14 и 
теореl\1Ы З настоящего параграфа. 

§ 27. Периодические траектории 
в мноrоуrольниках и многогранниках 

1. Мы уже много узнали о свойствах бильяр­
дов в разнообразных многоугольниках. Мы узнали,. что в 
торическIIХ многоугольниках каждая бильярдная траекто­
рия либо периодична, либо всюду плотна (§ 22); что дви­
){<ение бильярдного шара в рациональном многоугольнике 
, 1<вивалентно движению фазовой точкII по некоторой по­
верхности - обмотке сферы с р),чка~1и (§ 24); что типичные 
траектории в рациональных многоугольниках запо.пняют 

их всюду плотно (§ 25), но что не всякая траектория явля­
L rся либо периодичес1<ой, либо всюду плотной (§ 26), как 
это имеет место для торических многоугольников. 

Однако мы еще не задавали такой «простейший» вопрос: 
а в каждом ли многоугольнике существует периодическая 
бильярдная траектория? 

До сих пор полного ответа на него нет даже для тре­

угольников. В этом параграфе будет дан ответ лишь для ра­
t{иональных многоугольников и приведены известные в на­

стоящее время и просто описываемые крнструкции периоди­

ческIIХ траекторый в довольно большом классе треуголь­
ников. 

Читателям, внимательно изучившим § 6 rл. 2, 1\1О>1<ет 
показаться, что теорема Бир1<гофа о наличии периодической 
бIIльярдной траектории с любым числом звеньев в любой 
выпуклой области с гладкой гранIIцей переносится и на слу­
чай выпуклых много)'гольников. Однако это не так - чуть 

u 

позже мы докажем, что у периодических траектории в неко-

торых треугольниках число звеньев не может быть мень-
" шим заранее заданнои величины, и укажем на то «прерятст-

вие», из-за которого доказате . .J1ьство теоремы Быркгофа для 
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многоугольников «Не проходит» (с~1. в связи с этим зада.чу 
6.8). 

Доказательс~во существования периодических бильяр" 
дных траектории в рациональных 11ногоугольниках, приве­

денное в этом параграфе, интересно тем~ что в нем неожидан­
ны11 образом используется абстрактная теоре11а Пуанкаре 
о возвращении из § 3, которая будет применена к инвари­
антной поверхности, описанной в § 24. Кроме того, теорема 
Пуанкаре позволит сделать некоторые интересные выводы 
и для случая произвольной (не обязательно многоуголь­
ной) области, в I<оторой движется бильярдный шар. При 
написании этого параграфа нами частично использована 
статья [ 14]. 

2. Прежде Че11 переходить к конкретным утверждениям 
о периодических траекториях в многоугольниках и их до· 

казательствам, сформулируем справедливую, на наш взгляд, 
rипотезу о периодических бильярдных траекториях в лю­
бой области на плоскости, до сих лор не доказанную и не 
опровергнутую. 

Гипотез а. В любой ограниченной области Q на 
плоскости с кусочно-гладкой границей существует перио­
дическая бильярдная траектория. 

(То )Ке утверждение о периодических траекториях, по­
види~1ому, справедливо и в пространстве любого числа изме­
рений. Аналогичная гипотеза о существовании в любой 
ограниченноfr области хотя бы одной всюду плотной траек­
тории уzке неверно - например, всюду плотных траекто­

рий нет в круге и в «телефоне» Q2 из § 5 гл. 2.) 
3. Начнем исследование периодических траекторий в 

многоугольниках с решения задачи 6. 7 - задачи Фаньяно. 
Т е о р е м а 1 . В любом остроугольном треугольнике 

АВС суи{ествуепz периодическа.я траектория. А ил1енно она 
состоипz из трех звеньев, образующих в11исаliliый треуголь­
ник минилtального 11ериметра; вер~иины этого треугольника 

явля101пся основания.лtи высопz исходного остроугольного 
треугольника АВС *). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы докаже~1 сначала, что сто­

роны треугольника, вершины которого F, G, Е - осно-

*) Дадим механическую интерпретацию трехзвенной периоди­
ческой тр~1ектории в остроугольном треугольнике АБС. Пусть на 
каждой из его сторон надето по колечку, которые свободно могут 
скользиrь по сторонам. Колечки попарно соединим натянутыми ре­
зин.ками и отпустим. При этом колечки и резинки образуют верши­
ны и стороны треуголь11ика наименыпего периметр а, вписанного 
в АБС, который одновремев110 явJ1 яется периодической бильярдиои 
траекторией в нем. 
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11~ния высот АЕ, BF и CG 1реугольника -АВС, образуют 
периодическую бильярдную траекторию. Для этого доста­
точно до1<азать, что все «углы падения» р авны соответст­

вующиi\1 «углам отражения»: LAFG = L E1:·c, LAGF :::а 
r:=: LBGE, LBEG = LCEF. 
Докажем, например, что LAFG = LEFC (остальные 

равенства получаются аналоr11чно). Пусть высоты АЕ, BF 
и CG пересекаются в точке Н. 8 
Построиrv1 на отрез1<ах АН и 
СН, как на диа~летрах, две ок­
ружности (рис. 27.1). 

Первая окружность пройдет 
чер ез точки G и F, поскольк}' 
L_AGH = LAFH=n/2, а вторая 

u 

ло аналогичнои причине - че-

рез точки Е и F. По теореt.1е 
о вписанных углах имеем: 

L_AFG= LAHG (оба вписанных 
Рис. 27.1 

}'гла опираются на одну и ту же дугу окружности .._..АО) 

и L..EFC= LEHC (как опирающиеся на дугу .._..Eq. Но 
углы LAHG и LEHG - вертикальные; из их равенства 
следует, что LAFG= LEFC, что и требовалось доказать. 

Таким образом, ~fЫ доказали, что GEFG - периодиче­
ская бильярдная траектория в ЛАВС. 

Докажем теперь, что 6.GEF имеет мини11альный пери­
метр среди всех треуrольпиков, вписанных в ЛАВС,- это 
свойство является аксtпремальны.лt (в данном случае - ми­
ниJtальныл-t} свойсrпвоАt периодической траектории GEFG. 

А 

а 

Рис. 27.2 

F' 
F 

F" с' 
Е ,, 
Е 

с' r;. с" с 
о 

Для этого будем выпря!'v1лять траекторию GEFG: ЛАВС 
отразим от сrороны ВС; полученный таким путеl\1 ЛА 'ВС 
отраз1111 от стороны СА'; результат этого второrо отражения 
трази~1 от стороны А' В' и после этого произведем еще три 

отражения - последовательно от сторон В'С', С' А" и 
А " В'' (рис. 27 .2, а). 
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Обратим прежде всего внимание на то, что конечное 
положение Ан В"С" может быть получено из начального 
положения АВС простым параллельны11-t 11ереносом. Чтобы в 
этом убедиться, посмотрим, что происходит с треугольни­
ком после двух первых отрюкений. Очевидно, что эти дна 
отражения эквивалентны одному повороту ЛАВС по чн­
совой стрелке вокруг неподвижной вершины С на угол 2С 
(буквами At В, С обозначены и величины углов при вер­
шинах А, В, С). Точно так же мы могли бы перевести его 
из этого положения в пятое вращением по часовой стрелке 
около неподвижной точки В' на угол 2В и, наконеu, вра­
щением на угол 2А вокруг неподвижной точки А" мы при­
вели бы его в положение седьмоеt т. е. в конечное" В итоге 
ЛАВС повернулся по часовой стрелке на уrол 2А+2В+ 
+2С=2 (А+ B+C)= 2:n: . В результате ЛАВС совершает 
полный оборот и принимает то же положение, что и вначале, 
оказываясь лишь передвинутым по плоскости параллельно 

себе. В частности, АВ 11 А"В", АС 11 А"С" и ВС 11 В"С". 
Нетрудно видеть , что ЛGFE после всех указанных отра· 

жений перейдет в ДG" F" Е", причем длина отрезка ЕЕ'1 будет 
равна удвоенному периметру ЛGFЕ-это следует из того, 
что по доказанному GFEG - бильярдная траектория, и 

" поэтому она после указанных отражении «выпрямится)) 

именно в отрезок ЕЕ" (рис" 27.2, а). Стороны любого дР}'­
гого ЛVVW, вписанного в ДАВС, после того же набора 
отражений перейдут в ломаную U . . . U", причем, как нет· 
рудно показать (докажите!), отрезок UU" будет параллелен 
отрезку ЕЕ" и равен ему по длине (использу:йте то, что ВС 11 
ft B"C") . Значит, длина этой ломаной будет больше длин1.1 
отрезка UV"=EE'", т. е. периметр ЛVVW будет больше 
nериl'.1етра ЛОЕF. Значит, периметр ЛGEF минимально 
возможный, что и требовалось доказать. 

3 а м е ч а н и е" Kpol\ie периодической траектории 
OFEG в остроугольном ЛАВС существует бесконечно л~ного 
других периодических траекториfr. Действительно, есл и 
мы пошлем шар не по отрезк}' FE, а по близкому и парал­
лельному ему отрезку F' Е', который мы можеl\1 выбра'fь 
бесконечныь1 числом способов, то шар опишет «параллел1)­
ную» GFEG периодическую траекторию F' E'G' F''E"G"f., 
вдвое большей длины, чем GFEG (рис. 27.2, б). До1<ажи1е 
это утверждение самостоятельно. Таким образом, траек· 
тория GFEG - это как бы «сдвоенная» трае1<торпя 
! ·'' Е 'G' F" Е" G" F'. 

Вообще, есл1I Г - пер1Iодическая бильярдная траекто; 
µ~я в некотором мноrоугольнике Q, то любая близкая еи 



« ар аллельная» (в указанно.rv1 выше смысле) траектория Г' 
таюке будет периодической, так как шар отражается от те х 
же caf'r1ыx сторон и в той же последовательности. Значит, 
nocтpo1m одну периодическую траекторию, мы одновре ... 
менно получаеr.,r бесконечно много других периодических 
траекторий той же длины. Это множество траекторий 
носит название «пучок параллельных траекторий». 

4. Для ту11оугольного треугольника дело обстоит гораз­
до сложней. Во-первых, в нем только основание одной из 
высот попадает на сторону, а не на ее предложение; осталь­

ные два основания лежат вне треугольника, поэтому дока­

зательство теоремы 1 ((не работает». Нельзя получить в 
тупоугольном треугольнике периодическую трае1<торию из 

трех звеньев еще и потому, что вписанный в него треуголь­
ник минимального периметра вырождается в высоту ВН J 

опущенную на максимальную сторону АС. Более того, в 
конкретноf\.1 тупоугольном треугольнике периодическая 

трае1<тория из минимально воз.rv1ожного количества звеньев 

·может быть очень длинной. А именно справедлива 
Теорем а 2. Для любого натурального числа п су­

ществует ту11оугольньtй треугольник АБС, в кот.ором лю­
бая периодическая бильярдная траектория имеет больше 
чем п звеньев. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем такие малые числа 
а и ~' чтобы число N (а, ~)=min {-[-п/а], -[-л/РJ} 
превосходило заданное число п (N(а)=-[-л/а] - мак· 
симальное число отражений шара в угле величиной а) . 
1\роме того, потребуем, чтобы числа а, ~ и n были рацио­
нально независимыми, т. е. чтобы если хотя бы одно иэ 
ц е л ы х чисел k, rn, l отлично от О, то сумма ka+mP+ 
+lл=FO . Возьмем числа а и ~ в качестве острых уrлов ту­
nоугольного Л АБС (выраженных в радианах). Если в 
6АВС нет ни одной периодической бильярдной траектории 
(мы считаем - см . гипотезу,- что такого никогда не 

бывает), то теорема 2 доказана. (Это чисто логическое вы­
сказывание: если какого-то объекта не существует, то для 
него выполнено л ю б о е свойство, в частности то, что 
1веньев у несуществующей периодической траектории боль­
ше 11.) 
Пусть теперь Г - некоторая периодическая траектория 

в ЛАВС. Докажем, что у нее имеется хотя бы одно звено 
Х У, концы которого лежат на боковых сторонах АВ и ВС 
(рис. 27 .3, а). 

Предположим противное: пусть бильярдный шар после 
каждого удара от боковой стороны попадает на основание 
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АС, т. е. отра>1<ается от сторон тре}"Гольни1<а та1<: бо1<овая 
сторона~ основание s-+ бо1<овая сторона ~ основание ...... 
~ ... 

Тогда иэ рис. 27 .3. б можно определ11тьt как связаны 
углы <р и <р' двух соеедних отражений шара от основания: 
пибо <р'=<р-2а, либо <p' =Q)+2P (см. по этому поводу зада-

JJ чу 25.2, где для другого 

А 

а 

fJ 

if?' 5 
Рис" 27.3 

угла приводится похожая 

формула) . Следовательно, 
если (J'o - начальный угол, 
под которым шар был запу­
щен к основанию АС, то 
после некоторого очередно­

го отражения он равен 

Ф=Q)o+mf3-ka, где т и 
С k - uелые числа ~ Посколь-

ку траектория r периоди­
ческая, при некоторых rn 
и k угол (fJ должен отли· 

чаться от угла .-Ро на полное число оборотов: 

fj) = <р0 + 2лs ::;::;> fPo + Jll~ -ka = <р0 + 2ns ~ 
~ (-k) а+ nz~+(-s) 2n==0. 

Мы получили, что а, Р и n рационально вависttмы, а это 
противоречит выбору углов а и ~- Следовательно, наше 
предположение о том, что шар после каждого отражения от 

боковой стороны попадает на основание АС, неверно, т. е. 
(.> 

в поСJiедовательности его отражении от сторон треуголь-

ника обязательно встретится пара 

••• t-+ боковая сторона~ боковая сторона~ ..• 

11так, периодическая траектория r действительно содержпт 
такое звено ХУ, что Х ЕАВ, У ЕВС. 

Посмотрим, как движется шар после пролета по звену 
ХУ (допустиrv1, от Х к У). В силу малости углов а и Р 
отрезок ХУ либо параллелен основанию АС, ЛIIбо наклонен 
к АС под 1\-tалым углом. «Выпрямляя» бильярдную траек­
торию, видим, что шар будет после пролета по отрезку ХУ 
двигаться в LBCA до тех пор, пока не столкнется с его 
сторонами ВС и СА максимальное возможное число раз 
N (~)=-[-n/PJ (см. § 15, п. А); лишь после всех этих от­
ражений шар «вылетит» из L BCA , т. е. начнет отражаться 
только от сторон АВ и АС. Обратив движение шара во 
времени, аналогичным образом Jiсследуем его дви>кение 
Б LBAC после пролета по звену ХУ от У к Х. Шар будет 
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двигаться в LB1-1C до тех пор, пока не совершит в нем 
f\.1а кСИl\1альное возrv10>1<ное чис"'lu отражений N(a)=-[-л/al. 
11так, траектория Г содержит не r-.teнee N (а, ~)=min {N (а), 
N (Р)} звеньев, что согласно выбору углов а и ~ превосхо­
дит исходное число п. Теорема 2 доказана. 

5. Теоре1'1а 2 nоказыIJает, что для многоугольника тeo­
peita Биркrофа «не работает». Это объясняется тем, что в 
еореме Биркгофа рассматриваются строго выпуклые об· 
ласти, границы которых являются гладкими кривыь~и, т. е. 
не имеют излоl\1ов 1 как у многоугольников. Если начать 

u 

проводить доказательство зтои теоремы для l\1ногоугольни-

ов, то сразу видно «препятствие», не позволяющее ее дока­

зать. Оно состоит в том, что нужная периодичес1<ая траек­
тория из данного числа п звеньев имеет часть своих точек 

из1101\1а в в ер ш и н а х многоугольника, а такие траекто· 

рии нами не рассl\1атриваются. Если границу многоуголь­
ника у всех вершин «сгладить», то для полученной области 
теорема Биркгофа уже будет верна, при это~~ все точки 
из11ома у периодической п-звенной траектории (где п< 
<N (а, ~) из теореl\1Ы 2) будут сосредоточены на «сгла­
женных» участках, и только при п>N (а, ()) п1ар начнет 
отражаться от прямолинейных участков граниuы. 

6*. Рассмотрим одно общее свойство бильярдных тра" 
екторий в произвольной области Q. Имеет l\1есто важная 
Теорем а 3. Почти л1обая бильярдная mpaeкnzofJllЯ 

Г в области Q либо является перtlодtLческой, дtlбо npoxoдutn 
сколь угодно близко и под скол угодно Jrtалым углом к любоii. 

4.1 

своеи пzочке. 

3 а м е ч а н и е . Teopel\ta 3 отнюдь не утверждает, что 
если бильярдная траеr<тория в Q не периодична, то она всюду 
плотна в Q. Haпol\tHИl\1, что в конце § 26 указан пример об­
.п асти Q, в которой построенная траектория не периодична 

не всюду плотна в Q. Другоu приl\1ер Q---круг. 
Д о к а з а т е л ь с т в о этой теореl\tЫ основывается на 

ассмотрении ф а з о в о г о пространства систеl\iЫ. (Чп· 
тателю l\1Ы рекомендуеl\1 здесь еще раз просf\1отреть § 3.) 

А" Ф а з о в о е п р о с т р а н с т в о. Множество на­
правлений, под которы1'1И бильярдный шар z..1ожет двигать· 
ся с единичной скоростью, образует 

а) окружность S1 в случае плоской области Q; v 

б) двумерную сферу S2 в случае пространственнои об­
ласти Q (а если Q - п-мерн я область, то (n-l)-~1epH)'IO 
сферу s n-1). 

Точкаl\1И фазового пространства Q являются пары 
(q, v), где q - положение ш ра в области Q (точка), а . 
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v - 11аправление движения шара, когда он находится в 

точке q; 1\1ожно считать, что v - это точка (конец вектора) 
на ОКР)'ЖНОСТИ S1 в дВуl\1ерном случае, 11 точка на сфере 
sn-l для больших размерностей. 

Мы ограничимся здесь п л о с к о й областью Q; в общем 
СЛ)'Чае доказательство повторяется почти дословно, с за­

меной «окружности» на «сферу». Окружность S 1 можно 
представлять себе в виде отрезка [О, 2л], )' которого «скле­
ены» концы О и 2n. Фазовое пространство Q получается из 
прямого произведения Q на S1

, т. е. из множества пар (q, v), 
где q Е Q, f1 Е S1

, некоторыми склейками. Ero можно пред­
ставить наглядно в виде призмы, в основании которой 

Рнс" 27 .4 

расположена область Q. а образующей является полуинтер­
вал [О, 2п). Надо поl\1 нить только, что l\1ногне точки грани­
цы этого цилиндра Q «склеены» - представляют совпадаю­
щие точки (наnри.r,лер склеены оба основания призl\1Ы -
нижнее и верхнее). Далее, вся призl\1а «расслоена» на бес­
конечное число слоев -областей Q(v), причем Q(v) -
это исходная область Q, но снабженная пучком параллель­
ных отрезков в направлении v: шар на слое Q (ею) движется в 
направлении v, в каК)'Ю бы тоЧК)' его ни поl\1естить. Можно 
на плоскости, содержащей область Q, выбрать некоторую 
ориентироваНН)'Ю ось l и направление ею эаl\1енить угло:r..~ <р, 
образованныl\1 эт1~м направлением с осью l(O~cp<2n). 
Тогда шар после отраженпя от границы Q начнет двигаться 
в направлени и v', образующем некоторый новый угол ~, о 
осью l (рис. 27.4). В цилиндре Q это будет отвечать тому, 
что фазовая точка, двигаясь по слою Q(v)=Q(cp) и дойдя до 
его границы, «перескочит» на слой Q ( v ' )=Q (q:/), соответ· 
ствующие точки (А, ер) и (А , <р') границ Q(cp) и Q(<p') при 
это!\1 склеятся дР)'Г с дpyrol\1" (Эта ситуация в точности соот­
ветствует оnисани10 «скач)'щей>) траектории из§ 25, поэтому 
советуеf\t чitтателю еще раз перечитать начало § 25.) 
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Б. Ф аз о в ы е т р а е к то р и 11. Итак, фазовая тра­
ектория - это скач}'ЩИе в цилиндре Q со слоя на слой от­
резки; е ли существить все склейки точ границы ци­
линдра типа (А , (J))"" (А, (J)'), то получится непрерывная 
кривая в трехмерном фазовом пространстве Q. В § 25 в ка· 
честве областей Q подробно рассматр ивались рациональ" 
ные 1ноrО}'Гольники, и в рез}'ЛЬТате всех склеек возникала 

непрерывная фазовая траектория, целиком расположенная 
на некоторой двумерной поверхности - сфере с Р}'чками 
S (р). Этот важный факт нам пригодится позже . В общем 
случае фазовая кривая не лежит ни на какой поверхности, 
а какиf\1-то сложныf\1 образом располагается в трех ерном 
многообразии Q. 

В. Т е о р е м а Л и у в и л л я. Теорема состоит в 
том, что бильярдный фазовый nOtflOK, т. е . СОВОК}'ПНОСТЬ 
бильярдных преобразований S, в фазовом пространстве Q, 
сохраняет объем в Q. Это означает, что если в Q выделить 
некоторую область 5i, то под действием бильярдного пре· 
образования S t эта область перейдет за время t в область 
3i' =S,(5!) тог о же объем а. 

Докажем теореf\1у Лиувилля в случае, когда выделение 
области 51,cQ - это одновременное выделение какой-то 
лощадки Р в бильярде Q и какого-то отр ка Л на обра· 
зующей цили дра [О, 2п] . Зате одновре · н из в се х 
точек {q} пло адки Р ~1Ы выпускаем с единичной скоростью 
бес({онечное чи ло бильярдных шаров, каждый п д своим 
углоf\1 Q\ отвечающ ~1 некоторой точке отрезка Л. Через 
вреf\1я t все шары зай~1ут новое поло ние {q'} и образуют 
площадку Р'; при этоf\1 они б}'дут двигаться под у "Ла­
rv1и {<р '} из некоторого нового отрезка Л' образ 'юще1 ци" 
л индра. 

Пока шары движутся внутри бильярда Q, отрезок Л на­
правлений их движения не f\1еняется: Л 

/ 
=Л, при этом пло­

щадь Р' равна площади Р, а значит и объемы трех1\'1ерных 
областей 5l и 5t' одинаковы (они равны произведению пло­
u~ади Р на длину отрезка Л). Когда же происходит отраже­
ние относительно граниuы Q, то, разбивая границ}' бильяр­
да Q на ~1ел кие дуги и заменяя каждую такую дугу 11алым 
отрезком, пол rчае после процедуры «выпрямления» близ­
ких траектори~ через эт т малый отрезок, что площадь пло­
u~адки Р' не из~1енилась и лина отрезка Л' новых направ­
лений дв 1жения шаров та1<же не 1з енило ь; стало быть, 
не изf\1енился и объе t области 5!' в цилиндре Q - он остал­
ся равны объеf\1у исходной области :il. Teopef\1a Лиувилля 
ля бильярдов доказана. 

263 



Г. Теорем а П у ан к аре о в о з в р а щ е н и и. 
Та1<ИМ образом , отображение st удовлетворяет условиям 
теореf\tЫ Пуанкаре о возвращении: St(Q)=Q и s, сохраняет 
меру (объеf\·t) в Q. А тогда нз этой теоре~·1ы следует что 
п о чти в се точки из люб ой окрестности U 'точr<и 
(q, v) EQ снова возвращаются в ту же окрестность U. Это и 
означает, что бильярдный шар вновь (притом бест<онечное 
число раэl) возвращается как в сколь угодно малую окрест ... 
ность своей исходной точки q бильярда Q, та1< и в сколь угод­
но малую окрестность исходного направления qJ. Ес"11и би­
льярдная траектория в Q п е р и од и ч н а, то фазовая 
точка приходит в точности в исходное положение (q, <г) 
бесконечно l\1ного раз~ если же бильярдная траектория в Q 
и е п е р и о д и ч н а, то l\1ожно показать, что в общем 

случае она эаполнит всюду плотно некоторую подобласть 

фазового пространства Q. " 

Все сказанное выше верно в случае, когда число слоев 

{Q(q;)} бес1<онечно. Для этого случая теореl\1а 3 доказа­
на. Однако не всегда множество слоев {Q(~)} бесконечно. 

7*. Остановиt\tСя особо на случае, когда Q - рациональ-
ный А·tногоугольник. Тогда множество {Q(cp)} состоит из 

к о н е ч н о г о числа слоев: бильярд-
u 

ныи шар в l\1ноrоугольнике, выпущен-
u 

ныи под произвольныl\1 )'rлом fPo к 
u 

однои из своих сторон, после всевоз-
v 

l\1ожных отражении от границы I\-tного-

угольника может двигаться лишь в ко· 
u 

нечном количестве направлении ~о, ~1, 

(f)2, ••• , <fJN(pиc. 27.5). В§ 24 было дока-
v u 

зано, что после соответств)'ющеи склеики 

слоев Q (<ро), Q (<р1), Q (fP2), .•• , Q (<rN) 
Рис. 27.5 возникает поверхность Jt - сфера с 

ручкаl\1И, инвариантная (т. е. переходя-
11\ая в себя) относительно действия фазового (бильярдного) 
потока S,. При этоl\1 фазовый поток Si сохраняет, как было 
уже сказано, фазовый объем, и опять приl\1енима тeopef\.ta 
Пуанкаре о возвращении. Из нее, в частности, след)'ет, что 
фазовая точка бесн:онечно много раз попадает в сколь угодно 
малую окрестность точки (q , <fJo), т. е. попадает в точки (q', 
q/), где lq- q' 1 <в и lcp- cp' 1 < в (в - произвольное, 
заранее выбранное l\1алое полож11тельное число)" Но если 
число е очень мало, т. е. ~1еньше всех величин )<po-<JJil, 
1 <JJi- QJjf, где i, i=] ' . . •t N, j=Fi, ТО [cpo-tp' r <е при 
ч- ' Е {<JJo, ~1, ••• , <fJN} будет выполняться лишь для ер'= 



=(рй Следовательно, для рационального rv1ноrоуrольни1<а Q 
rv1ы доказали более сильное утверждение. 
Теорем а 4. Л1обая бильярдная траектория Г в 

раt{ионально.лt многоугольнике пересекает .любу10 окрес1п" 

носпzь любой своей точки под одним и тем же 1Lаnравленuем 
(а не под сколь угодно блttзким). 

Иныl\1И словаl\1И, бильярдный шар в рациональном rv1но-­
гоугольнике Q может быть запущен под произвольны~~ 
фиксированным углом q>0 к выбранному направлению l 
отсчета )'глов так, что он будет бесконечно много раз под­
ходить сколь угодно близко к свое!\-1у начальному положе­
нию под те 1\1 ж е с а 1\1 ы м углом <р0 к пря[\1ой l. 

Заметим, что о наличии периодической траектории в Q 
теоре1'1а 4 ничего не говорит. Более того, § 26 дает при1'1еры 
траекторий, удовлетворяющих тeopef\·Ie 1, но не периоди­
ческих. 

8. И теJ\1 не 1\1енее остается сделать еще один только ма­
ленький шаг, чтобы получить периодическую траекторию в 
л ю б о 1\1 рациональном 1\1ногоугольнике. 
Теорем а 5. В любом рациональном многО!/гольнике 

Q существует периодическая траектория. 
До к аз а тел ь ст в о *). Выберем в качестве оси l 

из п. 6А произвольную сторону АВ многоугольника Q. 
Положим в теореl\1е 4 <р0=л/2. Это означает, что шар послан 
nерпенди1<улярно стороне АВ. 

Докажеl\1, что в этом случае шар rvioжнo выпустить из 
такой точки стороны АВ, что его движение б)'дет периоди­
ческим. 

Действительно, согласно утверждению теореl\1Ы 4, шар 
может быть запущен по прямой р _LAB из точки С стороны 
АВ так, что через некоторое время он снова будет двигаться 
по некоторой пряl\1ой р', перпендикулярной АВ и проходя­
щей вблизи от р. Если прямая р' совпадает с р, то все дока· 
зано: шар отражается перпендикулярно от стороны АВ и 
движется по первоначальной траектории. Не 1\1енее очевиден 

*) Приводимое доказательство предJ1ожено А. Л\. Степины\1. 
Недавно американский математик Г. /\~\азур. испо;1ьауя мощные 
современные ана;1итические методы, доказаJI, что множество на· 

nравJiений звеньев периодических траекторий всюду ПJiотно на 
окружности 81 , т. е. звенья периодической траектории в ра1'иfJналь­
ном миоrоуrо;1ьнике могут образовыва;rь сколь угодно ма;1ыи уrол 
с ;побой наперед выбранной прямой. Таким образом, уз1<их пучков 
па,J аЛJiельных периодических траекторий в раuиона;1ьном мноrо­
~гзльнике в дейс1вите;1ьности бесконечно много. Преимущество 
·rеометрического доказательства состоит в том, что оно обобщается 
и на рациона;1ьные мноrогранники (см. п. 10). 
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и случай различных пряl\1ых р и р': если шар движется по 
прямой р' о т с т о р о н ь~ 'JB, то с.ледовательно, перед 
этнм он двигался по прямои р к ст о р он е АВ. Значит. 
после отражени51 от стороны А В шар пойдет в т о ч н о с т и 
nu то~1у ж-е пути, по которому он двигался до отражения, но 
в обратноl\1 направлении. А это и означает, что траектория 
его движения - периодичес1<ая. Teopel\1a 5 доказана. 
Следст в ие" В любоА·t рациональном п-угольнике Q 

суtцествует не менее п/2 несовпадающих периодических тра­
ек11zорий, u.лteIOU\UX разные н.аборы сторон, с ко1порыми 
tl/Joucxoдяm столкновения шара. 
Д о к а э а т е л ь с т в о. По теореl\1е 5 периодичес1<ую 

траекторию можно направить nерпендИК)'Лярно к а ж д о й 

нз n сторон многоугольника. Однако эти траектории могут 
11~1еть один и тот же набор сторон. Поскольку никакая 
тр а~ 1<тория не может иметь звенья, перпендикулярные 

б о л ее ч ем дВ)'l\1 сторонам многоугольника, получаем, 
что не l\1енее п/2 из этих траекторий имеют разные наборы 
отражений. Следствие доказано. 

Нетрудно nостроить n-угольник, в котором ровно 
п/2 различных периодических траекторий со звеньями, 
перпендикулярными сторонам: это любой 2k-)'гольник (п= 
===2k) с попарно параллельными сторонаl\1И (например, 
правильный 2k-угольник). 

11з теореl\1Ы 5 получается очень красивая геоl\1етрическая 
картина на той инвариантной поверхности, которая склеи­
вается из нескольких экземпляров данного l\1ногоугольника. 

Эта поuерхность в общеl\1 случае является сферой с р руч­
ка!\1И S (р) и некоторым 1<оличествоl\1 особых точек - l\1уль­
т11седел разных типов (см. § 25). На этой поверхности 
«перпендикулярная>> периодическая· траектория Г, пост­
роенная в доказательстве теоремы 5, заl\1КН)'Та и 1 разуl\1еется, 
не nоnадает ни в одН)' особую точку. Начав двигать по сто­
роне АВ точку С, из I<оторой перпендикулярно АВ зап)'­
С1\аетсн 111ар, видим, что траектория Г будет периоличес1\0Й 
тогда и толы<о тогда, когда она не попадает ни в одну особую 
TtJЧKy на поверхнос1и S (р). Это соответствует том)', что 
перпендикуляр р, восстановленный в точ1<е С на основании 
АВ, не проходит ни через одну из вершин l\1ногоугольников, 
полученных отра>I<енияl\1И из исходного многоугольника Q 
nри ВЫЛрЯl\1ЛеНИИ траектории Г (при ЭТИХ отражеНИЯХ 
траектория Г пер-еходит в перпендикуляр р; рис. 27.6). 
Как только перпендИК)'Ляр р пройдет через какую-то вер­
шину одного из отраженных многоугольников, так сразу 

траектория Г попадет в особ)'Ю точК)' на поверхности S (р). 
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Из рис. 27.6 видно, что д л я всех точек С, леж~н1их 
на интервале С1С2 с:АВ, где С1, С2 - основания перпен­
ди1<уляров Р1 и Р2 к прямой АВ, проходящих через две 
вершины отраженных многоугольников, запущенный из 
точки С шар опишет периодическую траекторию одной 11 

той же длины. ПерпендИК)'ЛЯры 
Р1 и Р2 задают «коридор» перио­

дических траекторий равной 
длины . Можно доказать (этого 
мы делать здесь не б)'дем) , что 
весь отрезок АВ разбивается на 
к о н е ч н о е число отрезков, 

v 

каждым из которых задает ce-
u 

меиство периодических «перпен-

дикулярных» трае1<торий одина· 
ковой длины (траектории в воз­
никающих «коридорах» Иl\1еют 

одинаковую последовательность 

отражений). Отсюда следует, 
что длины «перпендикулярных» 

v 

траектории оrраничены. 

Рис. 27.6 

9. Вернемся вновь к периодическим траектор иям в тре­
угольниках. Пусть а и f} - величины острых углов А и С 
ЛАВС: О<сх, f}<л/2 . Проведем на плоскости две взаиl\1по 
перпендикулярные оси и будем отмечать на горизонталь-

u u 

нон оси величину угла сх, а на вертикальнои - величину 

угла f}. Пара (а, ~) характеризует (с точностью до подоби}1 ) 
треугольник АБС, которому поставим в соответствие одну 
точку М с координатами (сх, ~) на плоскости Оа.~. Напри-
1\1ер, точ1<е М = (n/3, n /3) соответствует равносторонний 
треугольник, а точке М= (л/4, л/4) - равнобедренный 

u 

nряl\1оуrольныи треугольник. 

3 ад а ч а 27 .1. а) Какие треугоJ1ьиики соответству1от точк~J М 
(n/6, n/3); (n/100, n/100); (а 1 ~), где a+~>nl2; а+~ <nl2? б) Ка­
ким треугольникам отвечают точки иа плоскости Оа~. отстоящ l1 е 
от начаJiа координат (0 1 О) на расстояи11е, меньшее n/100? 

От в е т. а) Прямоугольный; р~внобедреиный тупоуrоJ1ьный; 
остроугольный; тупоугольный. б) Тупоугольные треугоJ1ьники с 

тупым YГJIOM v>(lOO-V2)n/IOO. 
Множество точек (а, f}) на плос1<ости Oa.f} эаполняе; 

в первой четверти квадрат OXYZ без границы со сторонои 
л/2: О<а<л/2, О<f}<л/2. Этот квадрат назовем «диагра~1-
мой треугольников» D. . 

Оrметиl\1 на диаграf\1ме D те точки (а, f}), для которых в 
отвечающих им треугольни1{аХ с острыми уrлаl\1И а и ~ 
существует пер и одическая траектория. 
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Из теоремы 1, доказанной вышеt следует. что на диаrраl\1-
ме отмечены в с е точки, 11д)'ЩИе выше диагонали XZ квад­
рата ОХУ Z, соединяющей вершины Х = (О, n/2) и Z= 
= (л/2, О) (рис. 27.7, а). Действительно, верхний (закра­
шенный) 6X}1Z на рис. 27.7,а отвечает все rvt остроуголь­
ным треугольникаl\1, поскоЛЬК)' мя этих точек а+~> 

>nf2, а ТОГда третий угол тре)'ГОЛЬНИКа '\'=П-(сх+ ~)< 
<п/2 - острый. 

Bcel\1 точ1<ам ЛХ OZ на диаrраl\11\1е D под д и а го н а­
л ь ю XZ квадрата отвечают тупоугольные6АВС, посколь­

O(!J,~O)~--...._... . . . 1. •• _ •• " 

z (f,o) о 
а 

Рис. 27.7 

ку при a+~<nl2 тре­
тий угол треугольника 
v=п-(а+ f})>n/2- ту­
пой (все прямоугольные 
тре.)'Гольники отмечены 

v 

точками самои диагона-

ли XZ). Если каждый 
из углов а и f} СОИЗl\1е­
РИl\1 с n, т. е. если а= 

= (р/q)л, ~= (т/п)п, р, 
q, т, п - целые числа, 

то 6АВС - рациональный (третий угол 1' тоже соизl\1ериJ\1 
с л); отсюда по теоре~1е 5 в 6АВС существует периоди­
ческая траектор ия. Следовательноt на дпаграl\1J\.1е D отr-.1е­
чены все рацuон.альные точки в тре)'гольнике OXZ, запал~ 
няющие его всюду плотно (рис. 27.7, б}. Множество таких 
точек счетно, а его 1\1ера (площадь) равна О. 

Однако можно )'Казать в 60XZ более «1\1ассивное» J\.I HO­
>t\ecтвo отl\1еченных точек, Иl\1еющее нен)'левую площадь. 

Оно возникает при рассмотрении следующих трех конст­
р укuий, у)ке не связанных с соизl\1еримостыо углов а и ~ 
с n. 

Конструкция 1. 
Т е о р е м а 6. Пуспzь осtпрые углы а и ~ ЛАВС связаны 

соо11zноиlением ka=т~<n/2, где k и т - некоторые напzу­
fJальные числа. Тогда в ЛАВС существует перuодuческа1t 
1праекторuя. 

Док аза тельст в о. Отразим ЛАВС зеркально ll-1 
раз относительно своих сторон, начиная с отражения отно­

сительно сторuны АВ и двигаясь против часовой стрелки 
(при 1<аждом такоl\1 зеркальном отражении вершина А 
11еподвижна) и 1п раз относительно своих сторон, начиная о 
отражения относительно стороны АС и двигаясь та1с>1<е 
против часовой стрелки (при этих отражениях неподвижна 
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вершина В --. см. рио. 27.8). «Конечные>' rтnроньт отра>ке11· 
ных треугольников АВ' и GA' в силу равенства ka~m~ бу­
дут параллельны друr другу~ АВ' 11 ОА', а в аилу условий 
ka<n/2, mP<n/2, к сторонам АВ' и СА' t\tожно провести 
общий перпендикуляр Hr.H 2 t цели1{Оl\I лежащий в «Коридо-
ре» отраженных треугольников (рис. 1 
27.8). Если запустить бильярдный в 
шар по отрезку HiH2, вчитая АВ' и 
СА' отражающими стенками, то он 
будет совершать периодическое движе" 
ние Н1-Н2-Н1-Н2-Н1-Н2-· .. 
между АВ' и СА '. Следовательно, 
сделав обратные отражения треу­
гольников (k отражений по часовой 
стрелке с неподвижной вершиной А 
и т+ 1 отражений по часовой стрел· 
ке с неподвижной вершиной С), «свер-
нем» отрезок HiH2 в бильярдную тра· 
екторию в 6,А ВС, которая , очевид­
но, будет периодической, что и тре­
бовалось доказать. 

АВ11СА1 

А' 
Рис. 27.8 

Э а д а ч н 27 .2. Из какого числа звеньев состоит построенная 
периодическая траектория? 

3 а м е ч а н и е 1. Из теореl\1Ы 6 следует, что в л1обом 
равнобедренном треугольнике существует периодическая 

11, . 11te п 
а~..-...._-<---..... 

А .-:~....L..~~~......,J.:===-... 

ll 
Рис. 27.9 

бильярдная траектория из д в у х звеньев (рис" 27 .9, а). 
Однако если острый угол а при основании АС таков, что 
па<n/2 при некотором п, то существуют периодические 
траектории из четырех, шести, ... , 2п звеньев (рис. 27 .9, б). 

Вообще, если обе части равенства ka=m~ можно ~rмна. 
жить на такое число п, что будет по-прежнему n·ka=n·т~< · 
<л/2, то из равенств 2·ka=2·m~, З·kа=З·n1~, ..• 
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..• , п ·ka=n·t1l~ и приведенных выше рассуждений сле­
лует, что в ~АВС существуют периодические траектории 
из k+111, 2 (k+m), 3 (k+ni), .• • t п (k+m) звеньев. «Парал­
лельные» им nериодическ11е траектории состоят из того 

же числа звеньев. 

3 а м е ч а 1-1 и е 2. В равнобедренном рациональном 
треуrолыrике есть еще один замечательный тип пер иоди­

ческих траекторий: если у траектории Г одно звено v па" 
раллельно основанию АС, то Г - периодическая трае1<то­
рия. Это след}'еТ из теоремы 4. 

Действительно, по теореме 4, сколь угодно близко к зве­
ну '\' проходит другое звено v' траектории г, параллельное 

rt -2 

z 
о 

Рис. 27.10 

Cf (быть может, v' и '\' сов­
падают). Запустим из точки 
М пересечения высоты ВН 
и звена '\' в противопо­

ложных направлениях од­

новременно два одинако· 

вых бильярдных шара с 
равными скоростяl\1И. Череs 
некоторое время они одно­

ОI временно окаЖ}'ТСЯ в т·очке 

М' пересечения высоты ВН , 
и звена v , двигаясь на-

встречу друг другу, от­

толкн}'Тrя друг от друга и 

начнут двигаться СИI\1мет· 

rично в обратных направлениях по уже пройденному пу-
111 Следовательно, через какое-то вреl\1Я шары вновь ока­
>i\утся в точке М на звене f}', столкнутся, и процесс начнет 
п в1орятьсJ1. Это и доказывает, что траектория Г - пе­
р itодическая. (Более того, отсюда вытекает, что у Г имеется 
н~ более двух звеньев, параллельных АС.) 

Аналогичное утверждение справедливо для любого 
р;~uиональноrо мноrО}'гольника Q, имеющего ось си~·tметрии: 
П t>слав шар перпендИК}'Лярно зтой оси, получаем периоди­
ческую траекторию. Удовольствие повторить приведенное 
р ~1ссуждение для этого случая l\1Ы предоставляеl\1 читателям" 

Конструкция 1 (теорема 6) дает на треугольнике OXZ 
д иаграммы D «веер» отрезков, лежащих на прямых {Р= 
=== (klm)a }, начинающихся в начале координат (0, О) и кон" 
цнющихся в точках {(n/(2k), at/ (2nz)) }, где k и т - всевоз-
1\ i ожные натуральные числа (ри<?. 27.10). «Веер» состоит из 
r11етноrо множества отрезков и имеет нулевую плоскую 

А·'еру. 
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l(онструк111iя 11. 
Два других «веера» отрезков, выхnдящих на диаграмме n 

из точек (n/2, О) и (О, п/2), дает спедую1цая теорема . 
Теорем а 7" Если оспzры.е углы а и~ ЛАВС сtJязань1 

рШiенством a+k~=n/2, где k - натуральное чшло, причеАt 
2а+ ~>тс/2, то в ЛА ВС суи{ествует периоди~tеская пzраРк­
тория. То тсе имеет место для пzреугольников, у копzорых 
~+kа=тс/2, 2~+а>тс12. 

С п е д с т в и е. В л1обом пршtоугольном треугольнике 
существуе1п периодическая nzpaeкnzop11я (для доказапzельст-
ва в теорелtе 7 доспzа1почно с 

1 
полотсипzь k= 1 ). 
Доказате ль ст­

в о. Сделав k си!1метрич· 
ных отражений ЛАВС п о 

u 

и п р от и в часовои стрел-

ки, при которых вершина 

С, отвечающая углу ~' не­
подвижна, получим симмет· 

u 

ричныи относительно пря· 

мой АС «веер» АВ . . . Рис. 27. 11 
. РСР'. . .В' А треуголь-

ников на плос1<ости (рис. 27.11). Рассмотриl'\11 «ромбоид» 
АВСВ' и в нем отрезок ММ', параллельный диагонали porv1~ 
боида ВВ' и близкий к ней (ММ' J_AC). Выпустим по от­
резку М' М бильярдный шар. В сипу неравенства 2а+ 
+ ~>n/2 шар после отражения от стороны АВ пойдет 
по прямой M N , пересекающей все стороны треуrоль-

u u 

ников, лежащих в певои полуплоскости, ограниченнои 

прямой АС (проверьте это!). Затем он отразится по 
бильярдному закону от стороны СР последнего треуголь­
ника в точке Nt и, в сипу равенства a+k~=n/2, пойдет по 
отрезку NN', параллельному ММ' (NN' J_AC; проверьте 
это). Оказавшись в правой полуплоскости, шар отразится 
от стороны СР' соответствующего треугольника в точке N' 

u 

и опишет симметричную полутраектор1-1ю в правои полупло-

скости. 

В результате шар опишет периодическую, сиl'\11rv1етрич" 
ную относительно прямой АС, четырехзвенную траекторию 
M 'MNN' в «веере» треугольников АВ .. . РСР' .. . В'А. 

Сложив этот веер «гармошкой», свернем траектор1 10 

M'MNN' в периодическую траекторию Г в исходном тр~­
уго11ънике АБС. Teoperv1a 7 доказана. 

<(Веерная» конструкция из треугольников АВ . . . РСР' ... 
• • . В' А дает «веер>~ на диаграмме D: он образован отрез.камн, 
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выходящими из точки Z диаграм~1ы в направлении точек 
(О, n/2), (О, n/4), (О, n/6), ... , (О, nl (2k)) , .•. ; вторые 
концы этих отрезков лежат на прямой 2ct+~=n/2, соеди-

/З няющей точку Х диаграммы с 
точкой (n/4, О) (рис. 27 .12). 

z 
···rtтt rf 7t ----10 8 {j 4 

Рис. 27.12 

Аналогичный «веер» выхо­
дит из точки Х. Отрезки пер­
вого «веера» лежат на прямых 

{~=- -} а +~}, «сгущаю-
щихся» к оси Orx, а второго-

на прямых {~=-ka+~}, 
«сгущающихся» к оси О~. 

3 а м е ч а 1-1 и е. Приве­
денная здесь конструкция в 

точности повторяет идею тео­

ремы 5, но не использует «ра­
uиональности» углов треугольника. А именно, перподичес­
I\ОЙ является любая траектория в рассматриваемом треу-

u 

гольнике, два звена которои перпендикулярны основанию 

АС. 

Конструкция 111 (устойчивые траектории). 
В этой конструкции будут фигурировать неравенства, 

связывающие углы а и ~' которые дадут сразу целые об­
JI а с т и отмеченных на диагра~1ме D точек. 

•Р, P2_I 
; А' с' : 
1 1 
1 1 
1 //' 

1 
1 

.1 11/k : I Н2 
1 н, ~ 1 lJ 1 н. н1L~~::::::::-1~rr 
~~s~:;i, 2 

Рис. 27.13 

Рассl\~отримдля тупоугольного ЛАВС с острыми углами 
а и ~ такие натуральные числа k и т, что ka<n/2 и tn~< 
< n/2, но (k+ 1 )~n/2 и (nz+ l)~~n/2. Сделаем k-1 зеркаль· 
н 1}1х отражений LBAC и т-1 зеркальных отражений LACB 
так, чтобы «край ние» лучи АА' и СС' образовывали с пря-
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мой АС углы LA 'AC=ka и LC'CA=1np, лежа1пие в 
верхней полуплоскости (рис. 27 .13, а). Эти крайние лучи 
лежат в «коридоре» между перпендпкуляра~1и Pi, р2 к отрез­
ку АС, восставленными в его концах А и С. Следователь· 
но, лучи АА' и СС' пересекаютсяj точку их пересечения 
обозначим В'. 

3 а д а ч а 27.З. Доказать, что ЛАВ'С - остроугольный. 

В остроугольном ЛАВ'С построим, согласно теореме l, 
периодическую бильярдную траекторию Н 1Н 2Н R• точки 
излома которой - основа ния высот CHi, АН2 и В'Н 3 
(рис. 27. 13, 6). Если отрезок Н1Н2 будет пересекать исход­
ный ЛАВС, т. е. этот отрезок будет лежать н и ж е вер­
шины В, то сделав (k-1)+ (m-1) «обрат11ых» зеркальных 
отражений образов углов LBAC и LBCA вместе с кусками 
траектории H1H2Hs, мы переведем бильярдную траектори10 
H1H2Hs в ЛАВ'С в периодическую бильярдную траекторию 
в исходном тупоугольном ~АВС, содер>кащую 2(k-I)+ 
+2 (nz-1 )+3=2 (k+ rn)-l звеньев . . 

Итак, необходимым и достаточным условием (крuте­
риел·l) существования в тупоугольном ЛАВС периодической 
траектории расс1\tатриваемого вида является прохождение 

отрезка Н1Н2 ниже вершины тупого угла В. Очевидно, что 
если острые углы а и~ в ЛАВС не1iного «пошевелить» произ 
вольным образом, т. е. заменить ЛАВС на ЛА1В1Сf с остры­
ми углаlVIИ ctf и fii, мало отличающимися от а и ~ соответст­
венно, то в нем так>ке будет существовать периодическая 
траектория рассматриваемого вида. Отсюда вытекает, что 
на диаграrv1ме D отмеченные точки для данных k и т 
займ:ут целую область. Следующее неравенство является 
критерием того, что отрезок Н1Н2 пересекает ЛАВС. 

У т в ер ж де н и е 1. Опzреаок Н1Н" npo"r:oдum ниже 
BPplllUHЫ В (пересекает ЛАВС) 1погда И- пzоАЫ{О пzогда, 
кагда выполнено неравенство 

tg ( i - ka) ctg~+ tg ( i-m~) ctga < 
< 1 + tg ( i-ka) tg ( i-m[3) (l) 

или эквивалентное ему неравенсtпво 

(1-ctg ka· tg а) (l -ctg nz~· tg ~) > 1- tg а tg ~- (1 ') 

Утверждение l мы предоставляем доказать читаrелю 
u 

самостоятельно, оставляя его в качестве не очень сложнои. 
u u u 

но довольно гроrv1оздкои элеl\1ентарнои rео!У1етрическои 

задачи. 
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Неравенства (1) , (1 ') задают бесконечное {счетное) число 
областей на диаграrv1ме D , которые нумеруются парами 
натуральных чисел (k, tn). Приведем несколько более удоб­
ных последовательных ослаблений точного неравенства (1), 
которые также гарантируют прохождение отрез1<а Н1Н1 
ниже вершины В: 

tg ( .;.- ka ) tg ( ~-т~) 
tg ~ + tg а ~ 1 • (2) 

1--ka ~-т~ 
~ + а ~1 , (3) 

n ~ n ~ а --ka < - -2 -т < -2 • 2 2 t 
(4) 

Эти неравенства эада1от все меньшие и меньшие области по 
сравнени10 с областью, задаваемой неравенством (1). На их 
доказательстве останавливаться мы также не будем. Приве~ 
дем множество точек на диаграмме D, задающееся неравен" 
ством (1) (на рис. 27.14, а изображены последовательно 

rt 

---r8 ~~~~(ff,*) 

п: ..___ ____ ___, 8 

1'( -
6 

rt 
~---~~~~~~~~~ в п 

п 10 
1---1------~~~~~~~~~f2 п 

1-..1~~4-4--+--+-~~~~~ _!!_14 
: 15 
~ rt 

J-111L---~~-чr---~~~~2n 

1t -4 

Рис. 27. 14 

вложенные области (1) ::>(2) ::J(З) ::>(4) для k=m=2, а на 
рис . 27. 14, б-"б6~т~ьшая часть множества (1)). Это мно~ест­
во состоит из объединения бесконечного числа серии ча-
стично пересека1ощихся криволинейных «р авнобедренных» 
«Прямоугольных» треугольников, идущих вниз и влево от 

«базового» треугольника с вершиной ( ;п , ;п ). где п=2, 
3, 4, • • • Кривые границы задаются выражение~л (1), в 

274 



котором знак неравенства заменен знаком равенства, и 
очень похожи на кус1<и эллипсов (неравенство (3), заменен­
ное на равенство, дает в точности уравнение эллипса) . 

Таким образом, доказана 
Теорем а 8. Если в тупоугольном ДАВС острью 

углы а и Р удовлетворяют неравенс1пвам 

k n А 3't k n n rt< 2 , nzJJ< 2 , ( +I)a~2 , (т+1)~~2 
с целымtl k и nz и одному из неравенств (1) , (2), (3) или 
(4), то в нем существует периодическая тр~ктория из 
2 (k+ 1n)- l звеньев и пучок «параллельных» ей периодиче­
ских траекторий из вдвое больtuего числа звеньев. 

а 

/d 
у х 

Z« 

Рис. 27. 15 

Завершающий этап в исследовании периодических биль­
ярдных траекторий в треугольниках состоит в одновремен­
ном изображении всех отмеченных ранее точек на диаграм­
f'ле D. Это изображение получится, если мы наложим все 
диаграммы рис. 27 .7, 6, 27.10, 27. 12 и 27. 14, б друг на друга 
с изображенными на них r.r~но:н<ествами точек . В результате 
получим диаrраf\1му D, которая изображена на рис. 27 .15, а. 

На рис. 27. 15, б изображено гипотетическое множество 
точек , отвечаюп~их высказанн9й в начале этого параграфа 
гипотезе,- полностью зачерненный квадрат OXYZ. 

Вообще следует сказать , что периодичес1<ие траектории 
весьма чувствительны к форме треугольника. Причина 
разрушения или рождения периодической траектории -
прохо>кдение через угловую точку границы. Этим обстоя­
тельством объясняется замысловатый характер фигуры 
рис . 27. 14, б, изображающей множество тупоугольнь1х 
треугольников с периодическими траекториями, построен­

ными в конструкции 111. 
1 О*. Завершим этот параграф пространственным анало-

гом теоре1'1Ы 5. Проведем через произвольную точку О 
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пространства плоскости, параллельные всем rраням Frекото­

рого rv~ногогранника Q, и начнем совершать относительно 
них зеркальные отражения. После каждого отражения будут 

и 

получаться, кроме исходных ппоскостеи, новые ппос1<0-

сти, относительно которых также бyдeittt производить отра­
жения. 

Будем рассматривать многогранники Q со следующим 
и ..., 

своиством: в результате всех возмоmсных отражении оп1но-

сительно ~wходных и вновь возникающих плоскостей полу­
чится лишь конечное число направлений, перпендикуляр­
ных этиАt плоскостям. l\~ногоугольник Q на плоскости, 
обладающий таким свойством, является р а ц и о н а п ь­
н ы м - все его углы соизмеримы с л:. По аналогии много­
гранник Q мы будем также называть рациональньt.лt - все 
двугранные углы между любыми двумя его граня~~и также 
соизмеримы с зt (докажите!). (Правда, в отличие от плоского 
случая одной только рациональности углов нам будет не­
достаточно.) 

Все рациональные многогранники классифицированы 
для всех размерностей пространства" Среди них Иl\tеются 

u 

многогранникиt которые в научнои литературе носят, в 

честь знаменитого математика Германа Вейля, название 
«камера Вейля» и появляются при изучении современного 
апгебро-геометрического раздела математики - теории 
групп и алгебр Ли. Из камер Вейля составляются рацио· 
нальные многогранники. (Камеры Вейля возникают и в 
современных исследованиях по механике и физике.) 

Как и для рациональных многоугольников, для рацио­
нальных многогранников справедливо следующее утверж­

дение. 

У т в е р ж д е н и е 2. В рациональноАt многограннике 
при движении по бильярдным траекториям из данного 
начального направления моmсет получиться только конеч­

ный- набор направлений двumсенuя. 
До к аз ат е п ь ст в о. «Выпрямляя» бильярдную 

траекторию, т. е. производя зеркальные отражения относи­

тельно тех граней многогранника, на которых расположены 
точки излома траекторий, в сипу рациональности многогран­
нпка получаем, что в какой-то момент будеt произведено 

и 

отражение относительно плоскости, параллельнои уже 

ранее рассмотренной грани. Это означает, что направление 
движения бильярдного шара в этот -моrv~ент совпадает о 
одним из предыдущих его направлений движения. Следова­
тельно, общее количество направлений движения бильярд­
ного шара конечно, что и требовалось доказать. 
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Из этого утверждения вытекает 
Т е о р е м а 8. В любо.лt рациональном многограннике Q 

существует бесконечно Лlного периодических бильярдны""< 
.... 

траекпzории. 

Д о к а з а т е п ь с т в о почти дословно повторяет дона­
затепьство теорем 3, 4 и 5. Действительно, фазовое прост­
ранство Q бильярдной системы в Q получается из прямого 
произведения QX sn-l (Sn- 1-(п-l)-мерная сфера на­
правлений движения шара, если Q-n"мерный многогран­
ник) некоторыми склейками (отождествлениями точе1{), а в 
сипу рациональности многогранника Q и утверждения 2 
фазовая траектория в Q располагается лишь в 1\ о не ч-
н ом числе «слоев» - в многогранниках Q((f'0), Q((f'1), .. . 
• . . , Q((f'm): в них шар движется в направлениях <р0 , (f'1, .. . 
• • • , (f'т. По тeopel'ite Пуанкаре о возвращении получаеl'rt, что 
фазовая точка вернется в сколь угодно бпизк;rю к начальной 
точку, причем под теl\1 же направлением, под каким начала 

двигаться (см. теорему 4). 
Если исходный угол вылета шара равен (f'o=n/2, то шар 

может быть выпущен из такой точки фиксированной грани 
многогранника перпендикулярно ей (этих точек бесионечно 
1\~tного), что через некоторое время он столкнется с этой же 
гранью опять под пря[\1ЬП.\.'1 углом (см. теорему 5). После от­
ражения шар начнет двигаться в обратном направлении no 
той же траектории. Следовательно, указанная траектория 
движения является периодической. Если число граней у Q 
равно N, то аналогичных «ортогональных» бильярдных 
траекторий не rv1eнee N/2 - по одной ·для каждой грани 
(с учетом того, что для каких-то двух граней может полу· 
читься та же самая траектория). Вокруг каждой периоди-

u u 

ческои траектории иrv1еется целыи пучок «параллельных» 
u u 

еи периодических траектории, поэтому множество периоди-

ческих траекторий в рациональном многограннике Q бес-
1\онечно. Теоре~1а 8 доказана. 

Доказательство существования периодичесI{ОЙ траек­
тор ии в любом многогранни1<е до сих пор не известно" На­
помним только, что почти любая бильярдная траектория Г 
в любой области Q подходит к любой своей точке q Е r 
сколь угодно близко и под сколь угодно малы!\t углом (теоре· 
ма 3). 

3 ад а ч а 27.4. В правильном треугольнике, как и в л1обом 
остроугольном, существуют периодические траек1ории иs трех и 

из шести sвеньев (рис. 27 .2). Существуют л 11 в правильном 'j ре­
уrольнике периодические траектории из б6льшеrо числа ввеliьев? 
Из сколь ъrrодно большого числа ввеньев? 
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З ад а ч а 27.5. Бильярдный шар, отражаясь от сторон пра­
вильного треугольии __ ка, прошел через некоторую точку 7 pas. 
Доказать, что он проидет через эту же точку еще хотя бы один раз. 
Останется ли верным это утверждение, если заменить число 7 на 6? 

3 ад а ч а 27 .6. Даи рациональный многоугольник Q. Дока­
жите, что существует число п=п (Q) , обладающее следующим свой­
ством: еслн бильярдный шар в Q прошел через некоторую точку п 
раз. то он пройдет через нее еще хотя бь1 раз, а если шар прошел че­
рез эту точку меньше п раз, то, вообще говоря. через нее он может 
больше и ие пройти. 

3 ад а ч а 27.7. Докажите утверждение задачи 26.6 для ра­
циональных мноrогранников (многогранников Вейля) . У к аз а­
н и е. Воспользуйтесь утверждением 2 из п. 27.10" 

3 а д а ч а 27 .в• (Г. А. Гальпери н , А. М. Степ ин). а) Докажите, 
11то ни в каком треугольнике с попарно различными сторонами 

нет четырехsвенной периодической траектории. б) Существует ли 
u u 

остроугольныи треугольник, имеющии периодическую траектори10 

из 5 звеньев? Иs 7? Ответьте на зтот вопрос для л1обого не11етноrо 
числа 2k+ 1, k>З. в)*• Постройте периодическую траекторию из 
l б звеньев в тупоугольном треугольнике с углами а и р, удовле­
творяющими условиям 

n l n 
8- 1000 <а< 8 • 

n 
З < fJ <За. 

Реш е и и е. а) Предположим, что в некотором треугольнике 
имеется четырехзвенная периодическая траектория. Тогда какие-то 
д в е из четырех ее точек излома А, В, С, D находятся на одной 

u 

стороне треугольника, а две другие иа этои стороне не лежат. 

Пусть, например, иа стороне MN треугольника лежат точки В 
и D. Однако хорошо известно, что на прямой MN существует 
тол ь к о од н а точка Х, для которой L.A ХМ= L.CXN (см. 
рис. 4.1). Следовательно, точки В и D совпадают, и наша траек· 
тория оказывается двухзвенной, что противоречит сделанному 
предположению. 

б) Искомый треугольник сушествует в обоих случаях. Строится 
он так, как об этом рассказано в конструкции 111. 

Если остроугольный 6АВС таков, что L.B<n/4, то, отразив ero 
симметрично относительно стороны ВС, продлим сторону ВА' 
полученного ДА' ВС до пересечения в точке С' с продолжением 
"'тороны АС исходного треугольника. Легко видеть, что возникаю­
щий 6АВС' - остроугольный (L.ABC'=2LB<лl2, С' <L.BCA < 
<л/2) и поэтому в нем существует трехзвенная периодическая 
траек1орияt точки излома Н1 , Н2 , Н8 которой - основания высот 
6А ВС'. Заметим, что высота ВН9 является одиовремеино высотой 
и в 6АВС, поэтому точка Н8 лежит внутри отрезка АС, а не иа ero 
продолжении СС' (как могло бы случайно оказаться). Кроме 
того, Н2 ЕЕ ВА'. Отразив теперь симметрично относительно прямой 
ВС часть трехзвенной траектории Н1Н2Н8 , лежащей вне ДАВС, 
получаем 5-sвенную периодическую траекторию в [\АВС. Другая 
б-звениая периодическая траектория получается 1ем же способомt 
если сделать вначале зеркальное отражение 6АВС относительно 
стороны АС. 

Аиалоrично строится остроугольный 6АВС, содержащ11й 
7-звенну10 периодическую траекторию: если L.B<n/6, то надо 
сделаrь два sеркальных отраження Д.АВС вокруr вершины В 
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npoт11n часовой стрелки, nродлить сторону ВА" у получившейся 
фигуры Ф=ВАА' А" до 11ересечения в точке С' с nродолжением 
стороны АС, и 11остропть трехзвенную 11ериодическую траекторию 
Н1 Н2Н3 в остроугольном[\АВС', целиком располо>кенную в qн-rrype 
Ф" (Принадлежность траектории H1 H2 Hs ф~1гуре Ф можно доказать 
непосредственно - оставляем это читателю, а можно, проверив 

выполнение неравенства (l') из ко нструкции 111, справедливое 
для рассматриваемого треугольника.) Сворачивая sзтем фигуру Ф 
в трехслоf[ную «гармошку». т. е. делая nоследовательно обратные 
отражения зеркально-симметричных треугольников вм есте с рас­

положенными в них частям и траектории Н1Н2Н5 , получим 7-эвен­
ную nериодическую траекторию в [\АВС. Другая 7-звенная тра­
ектория nолучится, если делать отражения 6АВС вокруг вершины 
В по часовой стрелке. Заметим, кстати, что в [\АВС одновременно 
имеются и две 5-звенных периоди'lеских траектории (почему?). 

Вообще, если LB<:лl2k (nри атом углы А и С превосходят 
л л 2- 2k, nоскольку ДАВС остроугольный), то вокруг вершины В 

можно сделать k-1 эеркальн~х отражений ЛАВС, а затем, получив 
.:коридор» Ф для частично выпрямленной траектории, 110 указан­
ному выше рецеnту построить остроугольный 6АВС' и трехзвен­
ную (частично выпрямленну10) траекторию в нем, которая 11ри 
сворачивании «коридора» Ф в гармошку даст З+2(k-1)=2k+I­
звенну10 периодическую траекторию в [\АВС. В этом же треуголь­
нике имеются также н 11ериодические траектории из 2k-1, 2k-3, " .• 
. " ", 5 и 3 звеньев - это следует иэ того. что описанную проце­
дуру отражений можно 11роделать k-2, k-3, . . . раз. Таких 
1раекторий довол ьно много - ведь кроме «большого» остроуголь­
ного [\АВС' можно строиrrь и другие остроугольные треугольники 
с вершиной В, вмещающие в себя «коридор» Ф, а затем чертить в 
них соответствующие 11ериодические траекторни. 

в) Лострои.лt периодическую траекторию в 6,АВС, углы кото--
р~го rx= LBAC и ~= LBCA удовлетворяют н.еравенствам 
:л 1 л n 
8-1ouo<cx<8' 3<~<Зrх. 

Пусть точка А' симмеrrрична точк А относительно nрямой ВС, 
В' - точке В относительно А'С, С' - точке С относительно А'В' 
F - точке С относительно АВ, F' - точке С относительно АР 
(рис. 27"16)" Поскольку ~>n/3, точка 8 1 лежит ниже 11рямой АС: 
LACB'=З~>n" Пусть Е - точка 11ересечения отрезка А' В' с 
11рямой АС. Так как в 6А 'ЕС угол А' ЕС равен n- (rx+ (n-2P))= 
=2P-rx>2n/3-rx>2л/3-n/8>n/2, точка С', как симметричная 
точке С относительно А' В', лежит ниже nрямой АС. Оказывается, 
что прямая А'С' наклонена влево, т. е. L.A'DC - острый: 
L.A'DC=n-(2cx+ (n-2P))=2(~-cx)<4rx <4 ·nlB=n/2. Из усло­
вий на rx и ~ следует, что L.F' АС и LA'DA - острые. 

Докажем, что в остроугольном 6 AND, образованном nрямым11 
AD, AF' и DA' основание высоты Н1 , опущенной иа AD, 11риtiад­
пежит отрезку АС. Действительно, LA'DA=2f}-2cx<4rx= L.F' AD 
(здесь использовано неравенство f} <Зrх) и поэтому достаточно 
sаметить что CD <АС. Последнее неравенство вы11олнено, 110-
скольку сторона CD в ЛА 'CD лежит 11ротиn угла СА' D, равного 2сх 
н меньшего угла A'DC, nротиволежащего стороне А'С и равноrо 
2Р-2а (2a<nl4<nl3<f}). 
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Пусть Н2 и Нз - основания высот, опущеины~ на боковые 
стороны 6.AND . Каждый иэ углов 6A ND при вершинах А и D 
отличается от n/2 меньше, чем на 0,004 (проверьтеl), поэ1ому от­
резок Н2Н8 пройдет ниже точки В . Фигуру Ф, составленну1о из 
1 треугольн11ков, равных6АВС (см. рис. 27.16), наложим «rармош-
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Рис. 27.16 

кон» на 6А ВС. При этом периодическая траектория Н1 Н2 НзН1 
в Ф nерейдет в периодическую траектори10 в 6А ВС, состоящую 
из 15 звеньев~ Задача в) полностью решена. 

за~tетим, что построенная трае1\тор ия 1' вЛАВС ИЗ задачи 
27.8 в) у ст ой ч и в а: это означает, что при небольшой 
дефорf\1ации 6АВС (т. е" небольшиI\tИ изменениями углов ~ 
и ~ при ero основании) она переходит в близкую к '\' 15-
звенну~о периодическую траекторию. 

О б щ и й с n о с о б построения тупоугольных тре­
угольников с успzойчивы"~tu периодическими траекториями 
таков (ч а G т н ы й случай изло}J<ен выше в конструкции 111). 
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Пусть для треугольника Ло с вершинами А, В , С н 
острыми углами а, ~ при основании АС построена uепочна 
треугольников 

Л-2z, • • · , Л-1, Ло, 61, • . ", Л2k, 
пересекающихся с горизонтальной пряl\1ой АС и верхней 
полуплоскостью, причем соседние треугольники цепочки 

имеют общую сторон:у и симметричны относительно нее" 
Поскольку результат применения двух последовательных 

u u 
отражении относительно непаралле.пьных осеи есть пово-

рот, то треугольник Л-2z повернут относительно Ло на 
некоторый угол n1a+n2B+nsn; аналогично, треугольник 
Л2 h повернут относительно треугольникаЛо на угол т1а+ 
+m2B+m8n. Предположим, что пары целых чисел (ni, п 2) 
и (m1, т2) непропорциональны, а треугольники Л- 2~ и 
6 2 'k имеют стороны, перпендикулярные прямой АС. Если к 
тому же на прямой А С нет других вершин тре·угольников 
цепочки, кроме А и С, то оказывается t что сколь ).тгодно 
малым изменением углов а и ~ можно получить треуrоль-

u 

ники, имеющие устоичивые периодические траектории. 

Остается только заметить, что построенная в решении 
задачи в) 15-звенная периодичесная траектория получается 
применением этой общей конструкции н прямоугольному 
треугольнику с углом n!B. 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Изложенные в книге результаты о поведении 
бильярднь1х траекторий в специальных областях - круге, 
эллипсе, прямоугольнике, «рациональных» многоуголь­

ни1{аХ - дают лишь первые, начальные сведения о теории 

бильярдов. Хотя эти результаты красивы и интересны, 
но они, по сути дела. составляют лишь небольшой «остро­
вок» в теории бильярдов. 

Начало современной теории бильярдов было положено в 
трудах Я. Г. Синая . В 1970 r. им была опубликована фун-

6ильярiJ CuнttR 

Р11с. 3. 1 Рис. 3.2 

даментальная работа [17], в которой введен и изучен боль-
1uой класс -бильярдных систем - так называемых pacce­
ивaюll{ll.X бильярдов, которые впоследствии стали называть­
ся «бильярдами-- Синая». 

Бильярды Синая устроены так : их граница состоит из 
1<:ускоп выпуклых I<ривых (в пространстве - кусков выпук­
ль1х поверхностей), обращенных своими выпуклостями 
внутрь бпльярлной области (рис. 3. 1). Эти бильярды явля ­
ются рассеиваюи{ими : любой (не обязательно узкий) пучок 
бильярдных частиu, летящпх параллельно, после отраже-

... 
ния от выпуклои стенки разлетается расходящимся веером 

(рис. 3.2) и остается расходящимся при всех последующих 
отражениях от границы бильярдной области . Эта ситуация 
к ярдинально отличается от той, которая имеет место, ска-
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жем, для бильярда в многоугольнике, где парал&111ельный 
пучок после столкновения с прямолинейной стенкой оста­
ется по-прежнему параллельным, если только не попадае1" в 

вершину. В бильярде Синая близкце вначале бильярдные 
траектории с течением времени достаточно быстро расхо ... 
дятся и угол между соседними траекториями первоначально 

параллельного пучка возрастает после каждого отраженнsJ 

от границы. Поскольку площадь области Q конечна, трае1<­
тории бесконечной длины начинают со временем перепуты­
ваться, ,что приводит к хаосу. 

На строгом математическом языке это обстоятельство 
u 

находит свое выражение в следующем важном своистве 

бильярдных траекторий (см. [17]): в рассеиваюи1их биАьяр­
дах имеет .место эргодичность, т. е. типичная траектория 
бильярдного шара проходит сколь угодно близко от любой 
точки q бильярда Q, причем во всевозможных направле" 
ниях, и приводит в любой окрестности точки q долю вреl\1е­
ни, пропорциональную площади этой окрестности. Отметим 
также, что бильярды Синая обладают сильной неустойч.u ... 
востью, которая характеризуется тем, что даже небольшое 
изменение начального состояния (положения q или скорости 
fl) бильярдной частицы в области Q приводит к «сильным» 
изменениям его траектории, которая очень быстро перестает 
быть похожей на исходную. 

Теория рассеивающих бильярдов применяется при 11с­
следован11и многих важных моделей статистичес1<ой физи­
ки - при доказательстве эргодичности газа твердых стал· 

киваюu.1J1хся молекул, исследовании газа Лоренца (см. 
[18]) и других. 

Впоследствии Л. А. Бунимович исследовал другой класс 
бильярдов - так называемые фокусирующие бильярды 
(или, как теперь принято их называть, бильярды Бунu­
мовuча), в которых, несмотря на отсутствие рассеива­
ющих участков границы, также обнаруживается явление 
рассеивания и, как следствие, хаотичность поведения 

u 

траектории. 

Наиболее известным и популярньll\1 примером такого 
бильярда является «стадион», который получится, если 
раздвинуть две половинки круглого бильярда и вставить 
между ними одинаковые параллельные отрезки (т. е. гpa-

IU 

ница «стадиона» состоит из двух дуг окружностеи и двух 

касательных к ним отрезков) - рис. 3.3, а. Несмотря на то, 
что два прямолинейных участка границы «стадиона» могут 
быть сколь угодно малыми, а сам стадион почти не отличать­

ся от ~<руга, билыJрд в «стадионе» будет уже хаотическимl 
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(Напомним, что бильярдная трае.нтория в круге не всюду 
плотна в нем.) 

Х аотичность имеет место и для других примеров биль· 
ярдов Бунимовича, изображенных на рис. 3.3, 6-э. 

Бильярды на рис. 3.3, 6, в являются модификациями 
стандартного «стадиона», поскольку имеют только круглые 

и прямолинейные куски rраницы, и поэтому их также можно 
называть «стадионами)> (нестандартными). Границы «цветоч­
нообразных)> областей на рис. 3.3, г, д состоят только из 

о 

« СтаЬцоны >> /) lJ 
<<Цbe/11lJl/HtJ00pйЗHblti >> DOЛllctnЦ 

ж 

<<ГиорцQы>> 

Рис. 3.3 

д:уг окружностей. Наконец. из рассмотренных уже областей 
мо>кно вырезать разнообразные дыры (рис. 3.3, е, ж) или 
же создавать «гибриды» - соединять специальным образом 
куски рассеивающих и фокусирующих бильярдов, как на 
рис. 3 .3, з. 

Отметим, что круглые куски границ стадионов и цветоч­
нообразных областей (дуги окружностей) обладают следую· 
щим важным свойством: дополнение к любой дуге до целой 
окружности расположено внутри области - только в это~1 
случае бильярд в соответствующей области будет хаотич­
ным . Например если рассмотреть бильярд, состоящий 
из двух одинаковых круглых сегментов, то, в случае когда 

сегмент вl\1ещает в себя острый угол (т. е. содержит полу· 
круг), би.пьярд будет хаотичным, а когда вписанный угол 
nря~1ой или тупой - хаотичности нет (рис. 3.4, а, б}. Во 
второl'л слу(1ае у билы1рда и~1еется у с т о й ч и в а я пери-
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одическая траектория АВ периода 2- если эту тр аектор ию 
немного «пошевелить». то возникшая новая тр аектория будет 

по-прежнему располагаться вблизи отрезка АВ. В сегменте 
же рис. 3.4, а ~мещенная траектория уйдет от исходного 
положения и заполнит со временем всю область. 

Весы1а интересным яВJiяется вопрос о числе геометри" 
а 

чес1<и различных периодических траектории в произвольном 

ограниченном бильярде. Можно 
доказать, что для строго выпукло­

го бильярда с гладкой границей на 
плоскости число N (п) периодичес­
ких траекторий, имеющих не более 
чем п звеньев, при больших п не 
меньше Зn2/п 2• Эта оценка была о -...__~ 
фактичес1<и известна еще Биркго-
фу , который определял число k­
звенных траекторий для I{аждого k от 3 до п (см. § 6). 

Совсем недавно И. К. Бабенко, используя средства 
современной топологии, доказал, что для строго выпуклого 
бильярда с гладкой границей в трехмерном пространстве 
число N (п) при больших п не меньше n2/2 ln п. 

Вообще говоря, такая оценка является довольно rрубой 
и во многих случаях может быть улучшена. В случае рас­
сеивающего 6ильярда Я. Г. Синаем, Н. И. Черновым и 
Л. А. Бунимовичем недавно получена асимптотически точ­
ная оценка числа N (n): 2c1n<N (n) <2c:an, где с1 и с2 -
некоторые топологические характеристики рассматривае­

мого бильярда . Таким образом , в бильярдах Синая число 
u 

периодических траектории растет экспоненциально с ростом 

числа звеньев п. Кроме того, можно показать, что периоди­
ческие траектории рассеивающего бильярда всюд)I плотны в 
фазовоl\1 пространстве. Имеются также соображения в поль­
зу того, что и в выпуклом бильярде с гладкой границей 
общего вида число пер1iодических траекторий растет экспо­
ненциально с ростом п. 

Напоследок упомянем о так называемых осциллирую­
щих бильярдах на бесконечных бильярдных столах. Биль­
ярд называется осциллирующим, если у него существуют 

осциллиру1ощие траектории - временами уходящие сколь 

угодно далеко, а временами возвращающиеся. Поведение 
бильярдного шара на столе, уходящем в бес1{онечность, 
является моделью движения частицы n электромагнитных 
полях, определенных конфигур ацией («ловуш1<ах»). 

След}тющий специальный класс осциллирующих биль· 
ярдов исследовал А. М. Леонтович (1962 r.). Рассl\1отрим 
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столt ограниченный осью абсцисс и «колоколообразной» 
кривой - графиком положительной непрерывной четной 
гладкой функции f (х) , стремящейся при JxJ-+-oo к некото­
рой прямой у=А~О (рис. 3.5). Бильярдная траектор ия 
будет н е о r р а н и ч е н н о й, если она не заключается -в 
полосу Xi <..х<х2 ни при каких Xt и Х2, и о с ц илл и р у ю­

щ ей. если она пересекает ось Оу бесконечно много раз. 
А. М. Леонтович доказал, что при А>О с у щ ест в уют 
осциллирующие траектории (но существует и бес1<онечно 

у много неосuиллирующих, ухо-

1 дящих на бесконечность без 

а 

возвращения к оси Оу), а при 
А=О л ю б а я траектория -
осциллирующая (среди них есть 

.r как ограниченные, так и неог­

раниченные траектории). 
При изучении бильярдов в 

неограниченных областях ее­
----~----__..__. тественно ВОЗНИI<ает постаноВI<а 

О о ;с задачи о рассеянии в области 
Рис. 3.5 параллельного пуч1{а частиц 

(или волнового фронта). Рас­
сматривая эту задачу, А. Ю. Пл ахов и А . М. Степин 
описали области, для которых рассеянный (уходящий) 
пучок параллелен исходному (входящему). Такое поведение 
пучка является аналогом квантового эффе1<та аномального 
рассеяния, впервые экспериментально обнаруженного в 
1986 r. Б. Я. Зельдовичем и его 1<оллегами по Физическому 
институту АН СССР. 

В действительности современная теория бильярдов не 
ограничивается только упомянутыми выше системами: 

имеется много других классов бильярдов , которые сейчас 
исследуются математиками и физикаf\1и. Долгое время при 
изучении таких бильярдов основное внимание уделя.лось 
вопросам о хаотичности траекторий; в этом направлении в 
последнее время были получены весьма общие результаты. 
Однако наряду с этим никогда не ослабевал интерес и к 

" таким задачам, которые рассматривались в нашеи книге. 

Для их решения, по-вилимому, нельзя предложить столь 
же общие методы, и поэтому решение конкретных задач 
в егда представляет известный интерес, тем более что, как 
мы уже отмеча.ли, оно иногда достигается применением эле­

ментарных приемов. 

l'ex читателей, которые захотят попробовать здесь свои 
силы, ждет широкое поле деятельности. 
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